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Resumen

Resumen

Este proyecto de tesis fue originado por la tesis doctoral de Jorge Alberto Ruiz Vanoye en
la que se buscd proponer una transformacién polinomial entre el problema de Bin-Packing
a 2-Partition. Partiendo del conocimiento de que existia una transformacién polinomial de
2-Partition a Bin-Packing, se pretendié realizar la transformacién en sentido contrario,
basandose en la definicion de completitud-NP, segin la cual deberia de existir la
transformacién de Bin-Packing a 2-Partition. Sin embargo, los resultados no fueron del
todo satisfactorios, ya que no se pudieron transformar correctamente todos los
ejemplares de prueba.

Para comprender por qué fue imposible encontrar una transformacioén satisfactoria, se
reviso la teoria de la completitud-NP y la definicidn de transformacién polinomial. El
resultado de dicha revision fue el establecimiento de tres condiciones implicitas que debe
cumplir cualquier transformacién entre problemas NP-completos.

Al aplicar estas condiciones a la transformacién 2-Partition a Bin-Packing, se encontré que
no cumplia con una de las condiciones implicitas; por lo tanto, se decidié revisar bajo las
mismas condiciones a la rama de transformaciones que van desde el problema de Bin-
Packing hasta el problema de Satisfactibilidad (SAT) con el fin de verificar que cumplan
dichas condiciones.

Todo parece indicar que no hay ningun error en las transformaciones hasta ahora
revisadas, pero se ha encontrado que para algunas de ellas no ha sido posible encontrar
una transformacion revertida o transformacion en sentido contrario. En la mayor parte de
las demostraciones de completitud-NP de un problema sélo se incluye la transformacion
en un solo sentido, omitiendo la de sentido inverso, lo cual da a sospechar que tal vez
dicha transformacién no es posible o es muy dificil de disefiar.

Uno de los propdsitos de la completitud-NP es establecer una relacion entre los
problemas NP-completos mediante la cual, si tal sélo se encuentra un algoritmo que
resuelva polinomialmente cualquier problema NP-completo, entonces todos los
problemas NP-completos también serdan resueltos. El método para establecer esta
relacion entre dos problemas NP-completos es la transformacion polinomial, y para
cumplir con el propdsito antes mencionado, es ldgico pensar que debe poder
transformarse en ambos sentidos.

Dado que el término de transformacién inversa no esta bien definido y que el término
transformacién esta relacionada al de funcidn, podria suponerse que el término de
transformacién inversa es idéntico al de funcion inversa. Por lo tanto, se propone el
término de transformacién revertida a una transformaciéon polinomial entre dos
problemas I1; y Il NP-completos que va de I1, a I'l; cuando ya existe una transformacion
polinomial de Il; aIl,.
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Capitulo1.- Introduccién

Capitulo 1.Introduccion

La complejidad computacional es la rama de la teoria de la computacion que tiene como
objetivo mostrar cudan complejo necesita ser un algoritmo en funcién del problema que
trata de resolver [Garey & Johnson, 1979].

Dentro de la complejidad computacional se encuentra la teoria de la completitud-NP, la
cual tiene como objetivo clasificar los problemas de decisidon que no pueden ser resueltos
por un algoritmo determinista en tiempo polinomial (clase NP). Exponiéndolo de otra
manera, es el conjunto de problemas para los que no se ha encontrado un algoritmo
polinomial que los resuelva pero que tampoco se ha comprobado que sean intratables
(que no exista un algoritmo polinomial que los resuelva).

Un problema NP-completo tiene la propiedad de que puede ser resuelto en tiempo
polinomial si y sélo si todos los problemas pertenecientes a la clase NP-completa pueden
ser resueltos en tiempo polinomial. Suponiendo que un problema A € NP-completo fuera
resuelto en tiempo polinomial, entonces cualquier problema X € NP-completo también
seria resuelto en tiempo polinomial, con lo cual la teoria de la completitud-NP quedaria
descartada.

1.1 Motivaciones

Dentro de las definiciones de la teoria de la completitud-NP se pueden inferir algunas
propiedades que deben cumplir las transformaciones polinomiales para que un problema
sea considerado NP-completo, y que tal vez no han sido tomadas en cuenta en la
realizacion de transformaciones polinomiales que se encuentren en la literatura.

Una de estas propiedades indica que para cada par de problemas NP-completos I1; y I15,
debe existir una transformacién polinomial de I1; a I'l,, y de igual manera, debe existir una
transformacion revertida de I, a II;. En la literatura hay muchos ejemplos de
transformaciones polinomiales entre dos problemas NP-completos en un sentido,
omitiendo la transformacién en sentido contrario.

Es de interés encontrar una respuesta al por qué en muchas transformaciones no se ha
reportado la de sentido contrario. De igual forma, es motivador poder dar una explicacion
al por qué, en algunos casos, los intentos de realizar transformaciones revertidas de una
transformacién polinomial conocida entre dos problemas NP-completos no han sido
satisfactorios.
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1.2 Justificacion

La interpretacion de la teoria de la completitud-NP en base a sus definiciones
fundamentales hace suponer que la transformacidon entre dos problemas cualesquiera
pertenecientes a esta clase es posible en ambos sentidos.

Uno de los principales fundamentos de los problemas NP-completos, es que todos los
problemas pertenecientes a la clase NP-completa pueden transformarse polinomialmente
a otro problema de la misma clase.

La importancia de las transformaciones polinomiales radica en los siguientes dos aspectos:
Una transformacion polinomial nos da la posibilidad de adaptar cualquier algoritmo que
resuelva un problema I1; para que resuelva un problema I, al igual que poder extrapolar
los conocimientos de un problema I1; en un problema I1,.

La teoria de la completitud-NP establece que si tan solo un problema NP-completo es
resuelto por un algoritmo determinista en tiempo polinomial, entonces todos los
problemas NP-completos también serdn resueltos gracias a la transformacién polinomial.
Por lo anterior, es de suponerse que la transformacidon pueda realizarse en cualquier
sentido entre cualquier par de problemas para cumplir con la condicién antes
mencionada.

Sin embargo, existen casos en los que no se ha podido realizar una transformacion
polinomial satisfactoria entre dos problemas pertenecientes a la clase NP-completa.

Estos son indicios de que tal vez no haya una transformacién valida entre dos problemas
NP-completos cualesquiera. Es decir, no cualquier par de problemas NP-completos
pueden ser transformados en ambos sentidos.

Por ello es importante la revision de transformaciones entre problemas NP-completos
existentes en la literatura, con el fin de determinar cudl es la causa de que este fenémeno
se presente en ciertos pares de problemas.

1.3 Definicién del problema

Existen indicios de una posible anomalia dentro de la teoria de la completitud-NP,
especificamente se tiene la sospecha de la no pertenencia del problema de Partition a la
clase NP-completa, por lo cual fue necesario realizar una revisidén a las transformaciones
polinomiales que involucren a este problema con el fin de verificar que cumplan las
condiciones necesarias para ser validas.

Parte de la dificultad del proyecto de tesis consiste en revisar el mayor numero de
transformaciones polinomiales entre pares de problemas conocidos pertenecientes a la
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clase NP-completo, con el fin de verificar si la transformacidon es correcta y cumple con las
caracteristicas de un problema NP-completo.

1.4 Antecedentes

Al hablar de transformacién polinomial y reduccién es inevitable hacer alusién a Cook y
Karp, primeros investigadores en realizar transformaciones polinomiales de ejemplares de
un problema o lenguaje [Garey & Johnson, 1979 y R.Karp, 1972].

Entre los antecedentes se encuentra la tesis doctoral desarrollada por Jorge Alberto Ruiz
Vanoye, en la cual se propuso una forma de redefinir de manera formal los ejemplares y
transformaciones polinomiales de ejemplares de un problema NP-completo a otro
problema NP-completo. Dichas transformaciones se enfocaron inicialmente a Ila
transformaciéon polinomial del problema de Bin-Packing al problema del agente viajero
(PAV) con el fin de extrapolar indicadores de caracterizacidon de Bin-Packing a algin otro
problema NP-completo [Ruiz Vanoye, 2008].

Inicialmente, la tesis doctoral de Ruiz Vanoye planteaba transformaciones entre los
problemas de Bin-Packing y agente viajero (PAV), pero se encontré que no existia en la
literatura una transformacidon entre estos dos problemas en la literatura. Entonces, se
propuso buscar una transformacion indirecta, transformar mediante problemas
intermedios. Se realizd una investigacion en la literatura y se elaboré un grafo de
transformaciones entre problemas reducibles a Bin-Packing y problemas reducibles a PAV
pero al analizar el grafo se encontré que los problemas Bin-Packing y PAV se encontraban
alejados entre si y que en base a los sentidos de las transformaciones intermedias, parecia
imposible llegar a realizar dicha transformacion. En vista de esta dificultad, se decidio
trabajar con la extrapolacién de indicadores de Bin Packing a Partition.

Partiendo del conocimiento de que existia una transformacién polinomial de 2-Partition a
Bin-Packing, se pretendid realizar la transformacion en sentido contrario, basandose en la
definicion de completitud-NP, de la cual se desprende la existencia de dicha
transformacion [Vanoye 2008, Ortega, Pazos].

En los experimentos realizados en dicha tesis, se transformaron 2214 ejemplares-si de Bin-
Packing en 1161 ejemplares-si y 1053 ejemplares-no de 2-Partition, lo cual indica que el
algoritmo de transformacién tiene fallas.

El simple hecho de transformar ejemplares-si en ejemplares-no invalida la transformacién
polinomial debido a que contradice la misma definicidn de transformacién polinomial.
Desafortunadamente, tras varios intentos, no se pudo realizar una correcciéon adecuada al
algoritmo de transformacidon por lo que se planted la siguiente interrogante, ées posible
disefiar un algoritmo de transformacién sin fallas que transforme del problema de Bin-
Packing al problema de Partition en base en la teoria de la completitud-NP?
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1.5 Objetivo general

Existen indicios de posibles anomalias en algunas transformaciones entre problemas NP-
completos, lo cual podria repercutir en la pertenencia o no de algunos de estos
problemas a la clase NP-completa.

El objetivo de esta tesis es poder determinar si existe en realidad esta anomalia dentro de
las transformaciones polinomiales, especificamente las que se encuentran en la rama de
transformaciones que van desde el problema de Partition al problema del SAT.

1.5.1 Objetivos particulares
e Revisar transformaciones polinomiales entre pares de problemas NP-
completos.
e Detectar posibles anomalias en las transformaciones entre algunos problemas
NP-completos conocidos y, si es posible, proponer correcciones.
e Verificar si el problema Partition pertenece a la clase NP-completa.

1.6 Alcances y limitaciones
Alcances:

e Establecer las condiciones necesarias que una transformacién debe cumplir al
transformar dos problemas NP-completos cualesquiera.

e Revisar las transformaciones polinomiales que conectan desde el problema Bin
Packing hasta el problema de Satisfactibilidad (SAT).

e Determinar las anomalias, en caso de presentarlas, de cada una de las
transformaciones revisadas.

Limitaciones:

e Se limita a revisar sélo una pequena rama de transformaciones en las que se
cree que existe una anomalia.
e Se limita la revision a transformaciones encontradas en la literatura.
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Capitulo 2.Marco Tedrico

En el desarrollo de técnicas para la revision de diversos problemas NP-completos, es
necesario establecer un marco tedrico fundamental con el propdsito de presentar las mas
importantes definiciones y los conceptos mds fundamentales de la teoria de la
completitud-NP que ayuden a la comprensién de este trabajo de tesis para aquellos
lectores que no estén familiarizados con la teoria de la completitud-NP.

No se pretende dar una explicacién profunda de tales definiciones, simplemente se
presentan como apoyo al entendimiento del trabajo a tratar en esta tesis. Se recomienda
acudir a las fuentes bibliograficas si se quiere indagar mds en los conceptos que a
continuacion se presentan.

2.1 Problemas de decisién y optimizacion

La gran mayoria de los problemas de interés en aplicaciones en la vida real son problemas
de optimizacién, en los cuales cada solucidn factible tiene un valor asociado, y en el que
se desea encontrar una solucidn factible con el mejor valor posible [T.H. Cormen, 1990].

De forma mas detallada, el ejemplar de un problema de optimizacién esta compuesto por
un conjunto de configuraciones (restricciones), una funcién objetivo que tiene como
finalidad asignar un valor real a cada ejemplar. La respuesta es encontrar cudl de las
soluciones factibles tiene el mejor valor de la funcidn objetivo. Dependiendo de Ia
definicidon del problema, el mejor valor puede ser el mayor valor objetivo encontrado
(problema de maximizacion) o el menor valor objetivo encontrado (problema de
minimizacion) [E. Schaeffer, 2007].

Un problema de decisidén es aquél que sdélo tiene dos posibles respuestas: si o0 no, uno o
cero [Garey & Jhonson, 1979].

En términos mds formales se define un problema de decision I1(D, Y) como una pareja de
un conjunto de ejemplares D y un conjunto de ejemplares-si Y donde Y < D [Garey &
Johnson, 1979].

La teoria de la completitud-NP esta disenada para ser aplicada sélo a problemas de
decision; sin embargo, es importante observar que esta definicion puede ser extendida a
problemas de optimizacion, debido a que cada problema de optimizacién tiene asociado
su problema de decisién. Usualmente se puede modelar un problema de decisién a partir
de un problema de optimizacién imponiendo un limite al valor que sera optimizado [T.H.
Cormen, 1990].
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Capitulo2.- Marco Tedrico

Por ejemplo, considérese el problema de optimizacién SHORTEST-PATH, en donde dado
un grafo no dirigido G y un par de vértices Uy V, se desea encontrar un camino de UaVen
el cual se visite el menor niumero posible de aristas. El problema de decision asociado al
problema SHORTEST-PATH es denominado PATH, el cual enuncia que dado un grafo
dirigido G y un par de vértices Uy Vv, y un entero k, ¢existe un camino de U a vV que visite a
lo mas K vértices? [T.H. Cormen, 1990].

En el problema de optimizaciéon se busca el menor valor objetivo, mientras que en el
problema de decisién se busca una respuesta si o no.

2.2 Codificacion de un problema de decision

Para que una maquina de Turing determinista pueda resolver un problema de decisién
cualquiera, primero es necesario codificarlo para su procesamiento. Por lo anterior, es
necesario definir el concepto de codificacién de un problema.

Suponiendo que X sea un conjunto de simbolos y que X* sea el conjunto de todas las
cadenas posibles formadas por una secuencia de simbolos de X, entonces, la codificacion
de un problema de decisién IT bajo un esquema de codificacion e se define de la siguiente
manera [Garey & Johnson, 1979]:

L[IT, ] = X € S - Y es el alfabeto utilizado por €, y X es la
' codificacion bajo e de un ejemplar/ € Y

2.3 Maquina de Turing Determinista (MTD) y la clase P
Una maquina de Turing determinista consta de los siguientes elementos:

a) Una cinta infinita bidireccional en la cual estardn escritos los simbolos de un
ejemplar codificado de un problema de decisién.

b) Una cabeza de lectura-escritura que pueda leer los simbolos de la cinta infinita
para poder pasarlos al control de estados finitos, que escriba los simbolos
especificados por el control de estados finitos y que se mueva hacia la izquierda o
a la derecha de la cinta.

c) Un control de estados finitos implementado como un autémata finito determinista
gue procese los simbolos leidos en la cinta [Garey & Johnson, 1979].

Un programa para una MTD (maquina de Turing determinista) cuenta con la siguiente
informacion:
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1. Un conjunto finito £ de simbolos de entrada y un conjunto I" = X U {b}, donde b
denota un simbolo blanco.

2. Un conjunto finito Q de estados, que incluye un estado inicial (o y tres estados de
paro Qy, On, Y i (que corresponden a los estados donde la MTD se detiene cuando
la cadena de entrada codifica un ejemplar-si, un ejemplar-no o un ejemplar
invalido, respectivamente).

3. Una funcién de transicion &: (Q — [Qy, On])xI'>QxI'x[-1, +1] [Garey & Johnson,

1979].

La funcidn de transicion recibe un estado del conjunto Q diferente a los de paro (Qy, On Y
Qi) y un simbolo de entrada, y produce una triada que consiste de un estado (el nuevo
estado de la MTD), un simbolo de salida escrito en la cinta y un movimiento de la cabeza
(donde —1 y 1 indican el movimiento de la cabeza hacia la izquierda o hacia la derecha
respectivamente) [Garey & Johnson, 1979].

Control de
Programa estados finitos
contestador

Cabeza de
L__] " lectura-escritura

Problema de

& gty b b b b 0 0 1 0
decision

Cinta -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.1.- Representacidén esquematica de una MTD. (Adaptado de [Garey & Johnson, 1979]).

2.4 Tiempo polinomial y tiempo exponencial

Para propésitos de la complejidad computacional, una diferencia polinomial en términos
de tiempo de ejecucion es considerada relativamente pequefia, al contrario de una
diferencia exponencial considerada relativamente grande [M. Sipser, 2006].

Por ejemplo, considérese dos algoritmos con A y B, tales que el algoritmo A tiene un
desempano de n® mientras que el algoritmo B tiene un desempafio de 2". Para una
entrada donde n sea igual a 1000, el algoritmo A tendria un desempefio de mil millones,
un numero considerablemente alto, pero manejable; sin embargo, en el algoritmo B el
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desempano calculado es mucho mas alto que el nimero total de atomos en el universo,
una gran diferencia [M. Sipser, 2006].

En general, los algoritmos de tiempo exponencial generalmente se utilizan para resolver
problemas realizando una busqueda exhaustiva en el espacio de soluciones, a esta técnica
se le llama busqueda de fuerza bruta [M. Sipser, 2006].

Los modelos computacionales mas aceptables generalmente son los polinomialmente
equivalentes, aquéllos en los que se presenta un incremento polinomial en su tiempo de
ejecucion [M. Sipser, 2006]. En la actualidad la mayoria de los programadores se
preocupan por desarrollar programas con tiempos de ejecucion polinomiales cada vez
mas rapidos sin descuidar la eficiencia de los mismos.

La clase P esta formada por todos los problemas de decisién que pueden ser resueltos por
una maquina de Turing determinista en tiempo polinomial. En términos mas formales, la
definicion de la clase P es [Garey & Johnson, 1979]:

P = {L: existe una MTD de tiempo polinomial para un programa M tal que L = Ly}

Un problema de decisién I1 pertenece a P bajo un esquema de codificacién e si L [I1,e] €
P; es decir, si existe una MTD de tiempo polinomial que resuelva Il bajo el esquema de
codificacion e [Garey & Johnson, 1979].

La clase P es de gran importancia dentro de la teoria de la complejidad debido a:

1. P esinvariante para todos los modelos computacionales que son polinomialmente
equivalentes a una maquina de Turing determinista y

2. P corresponde aproximadamente a la clase de problemas que realmente se
pueden resolver en una computadora.

2.5 Maquina de Turing no determinista (MTND) y la clase NP

El modelo de una maquina de Turing no determinista (MTND) es casi el mismo que el de
una MTD, excepto por la incorporacion de un mdédulo de “adivinacién” que tiene su propia
cabeza de escritura.

La MTND cuenta con los siguientes elementos:

a) Una cinta infinita bidireccional, igual a la de la MTD.

b) Una cabeza escritora, que escriba los simbolos provenientes del mddulo de
“adivinacion” sobre la cinta bidireccional.

¢) Un modulo de adivinacidn, el cual es implementado como un autémata finito no
determinista. Este mdédulo genera aleatoriamente una solucién candidata para el
problema de decision. También controla la cabeza escritora que imprime en la
cinta los simbolos de la solucion candidata.
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d) Una cabeza de lectura-escritura, igual a la de la MTD.
e) Un control de estados finitos que verifica si una solucién candidata es en efecto
una solucion para el problema de decision.

Entonces, de manera informal, la clase NP estd conformada por todos los problemas de
decisiéon que pueden ser resueltos por una MTND de tiempo polinomial. Definiendo
formalmente la clase NP tenemos:

NP = {L: existe una MTND de tiempo polinomial para un programa M tal que L = Ly}
[Garey & Johnson, 1979].

Un problema de decisién IT se dice que pertenece a la clase NP bajo un esquema de
codificacion e si el lenguaje L [II, e] € P; es decir, si existe una MTND de tiempo
polinomial que resuelva I1 bajo el esquema de codificacidn e [Garey & Johnson, 1979].

Otra forma de ver a la clase NP es como el conjunto de lenguajes que pueden ser
verificados en tiempo polinomial.

Control de
estados finitos Programa

Verificador

Generador Médulo de

de solucién adivinanza . l :
Cabeza de |:|‘ >
escritura Cabeza d.e
lectura-escritura

b b b b 0 1 0 0

Problema de
decision

Cinta -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.2.- Representacidén esquematica de una MTND. (Adaptado de [Garey & Johnson, 1979]).

2.6 Larelacion entre Py NP

Para empezar, P — NP, por lo que cualquier problema IT que pueda ser resuelto en tiempo
polinomial por una MTD también puede ser resuelto en tiempo polinomial por una MTND.
“La comprobacion de lo anterior puede verse cuando usamos un algoritmo determinista
en la etapa de verificacion para un algoritmo no determinista”. Si existe un problema I1
€ P y una MTD A de tiempo polinomial para I, entonces se puede obtener una MTND de
tiempo polinomial para IT al aplicar A en la etapa de verificacion. Entonces se tiene que I1
< P implica que IT < NP, lo cual se ilustra en la figura 2.3.
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Figura 2.3.- Representacion grafica de la relacion entre la clase P y la clase NP (Adaptado de [Garey &
Johnson, 1979]).

2.7 Teoria de la completitud-NP

En 1971, Stephen Cook establecié las bases de lo que hoy se conoce como la teoria de la
completitud-NP. Dado un problema de decisidn I1, si P # NP, entonces Il = NP — P por lo
que I'T € NP-completo.

La teoria de la completitud-NP provee varias técnicas para demostrar que un problema
dado “es tan dificil” de resolver como una larga lista de otros problemas conocidos. Un
problema se definird como una pregunta general a ser contestada, el cual generalmente
posee varios parametros, o variables libres cuyos valores aln no estdn especificados. Un
problema esta descrito por:

a) una descripcidn general de todos los pardmetros y
b) una declaracién de qué propiedades son necesarias satisfacer.

SATISFACTIBILIDAD

v

3-SAT
3DM Vertex Cover
! /\
PARTITION HC CLIQUE

Figura 2.4.- Diagrama de secuencia de transformaciones para comprobacién de completitud-NP (Adaptado
de [Garey & Johnson, 1979]).
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Un ejemplar de un problema es una asignacién de valores a todos los parametros de un
problema.

La base fundamental de la teoria de la completitud-NP es el problema de Satisfactibilidad,
dado que es la base para la comprobacién de que un problema dado es NP-completo. Esto
se realiza al reducir un problema dado al problema de SAT. De esta forma, dado un
problema I, si IT oc SAT entonces I1 € NP-completo.

Entonces, la teoria de la completitud-NP parte de la creencia de que P # NP, por lo cual, si
se demuestra que por lo menos un problema perteneciente a NP-completo puede ser
resuelto por un algoritmo determinista de tiempo polinomial, entonces P=NP=NP-Cy
el teorema de la completitud-NP quedaria obsoleto.

De manera formal, un lenguaje L pertenece a la clase NP-completa si L € NPy, para todos
los otros lenguajes L' € NP, L' oc L [Garey & Johnson, 1979].

Cabe sefialar que la teoria de la completitud-NP no demuestra que un problema II es
intratable, sino que sélo demuestra que un problema I1; es al menos tan dificil como un
problema I1,.

2.8 Demostracion de la completitud-NP

Para probar que un problema I1; pertenece a NP-completo se siguen los siguientes pasos:
1. Demostrar que I1; € NP.
2. Demostrar que I1; € NP-completo [Garey & Johnson, 1979].

Para demostrar de que Il; € NP, debe existir una MTND de tiempo polinomial que
resuelva I1j.

Para demostrar que II; € NP-completo, primero es necesario encontrar un problema I1,,
tal que I, € NP-completo. Después se formula una funcién de reduccién de I1; o I15. Por
ultimo demostrar que la funcidn de reduccion I1; o« I, es polinomial [Garey & Johnson,
1979].

2.9 Definiciones de reduccion polinomial

Definicién 2.9.1.- Garey and Johnson definen de manera informal reduccién polinomial
como “una transformacidn constructiva que mapea cualquier ejemplar de un primer
problema en un ejemplar equivalente de un segundo problema. Esta transformacion
proporciona los medios para convertir cualquier algoritmo que resuelva un segundo
problema en un algoritmo correspondiente para resolver un primer problema”.
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Definicion 2.9.2.- La definicién de reduccién polinomial fue dada por primera vez por
Stephen Cook, quien establece que “un conjunto S de caracteres es reducible-P (P de
polinomial) a un conjunto T de caracteres si y sélo si alguna maquina de consulta M y un
polinomio Q(n) tal que para cada cadena de entrada W, la computacion-T de M con
entrada w se detiene en Q(|w|) pasos (donde |w| es la longitud de w), y termina en un
estado de aceptacion siy sélo siw € S” [S. A. Cook, 1971].

Definicidn 2.9.3.- Karp define: “Sean L y M un par de lenguajes, decimos que L € M (L es
reducible a M) si existe una funcion f e Ntal que f(X) e M «—» x € L” [R. Karp, 1972].

Con base en lo anterior, Karp introduce la siguiente definicion de completitud: “SiM € Py
L «c M entonces L € P. Decimos entonces que L y M son equivalentes siL occ My M o L.
Decimos que L es completo si L € NP y cada lenguaje de NP es reducible a L” [R. Karp,
1972].

Un lenguaje L, es reducible a un lenguaje L; (L1 <, L) si existe una funcién f computable
en tiempo polinomial, para toda X € L, siy sélo si f(x) € L, [D. M. Mount, 2003].

2.10 Transformacion polinomial

Definicién 2.10.1.- Una transformacién polinomal de un lenguaje ngZI a un lenguaje

L, =X, esunafunciéon f :X ——>Z, que satisface las siguientes dos condiciones:

1. Existe una MTD de tiempo polinomial que computa f .

2. Paratoda Xe ZI, Xxel, siysélosi f(x)elL, [Garey & Johnson, 1979].

(Notas: La transformacion polinomial que va de L; a L, se denota usualmente por L; o L,.
A las transformaciones se les llama usualmente reducciones. Para ver ejemplos de
transformaciones ir al capitulo 5.)

Considerando la transformacién polinomial f de L; a L,, entonces la transformacion
revertida de f se define como una funcién ¢: X,* - X;* que satisface las siguientes dos
condiciones:

1. Existe una MTD de tiempo polinomial que computa ¢.
2. Paratoday € Z,*,y € Ly siysolosi dy) € L;.

Nétese que si f es una transformacion polinomial que va de Ly a L, y ¢ es la
transformacion revertida de f, para cada cadena dada X € X;* en general no
necesariamente ocurre que ¢f(X)) = X. Sin embargo, dada una transformacién polinomial f
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de L, a L,, definimos el término transformacion inversa f 1 como una transformacion
revertida tal que f (f(x)) = x.

Una transformacion polinomial entre un problema I1;, que se conoce es NP-completo y un
problema II, implica que ejemplares-si de un problema Il; puedan transformarse a
ejemplares-si de un problema IT,.

Un ejemplar de un problema es un conjunto de valores asignados a cada uno de los
parametros del problema. Si la respuesta al problema es si, entonces es un ejemplar-si.
Por el contrario, si la respuesta al problema es no, entonces es un ejemplar-no.

De lo anterior podemos concluir que un problema de decisidon estd compuesto por
ejemplares-si y ejemplares-no. Ademads, debemos considerar a los ejemplares invalidos,
gue son aquellos ejemplares que no satisfacen los requisitos de la definicion del
problema.
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Capitulo 3.Estado del Arte

En las conclusiones de la tesis doctoral de Jorge Alberto Ruiz Vanoye, se menciona la
deteccion de posibles anomalias en las definiciones establecidas sobre transformacién
polinomial, especificamente sobre posibles diferencias entre el libro de Garey & Johnson
de 1979 y los articulos de Karp y Cook en lo que refiere a la teoria de transformacion
polinomial.

También sugiere como trabajos a futuro realizar un analisis sobre la teoria de la
completitud-NP expuesta en el libro de Garey & Johnson y en los articulos de los autores
originales.

Lo anterior mencionado es el motivo principal de este trabajo: proponer, en caso de ser
necesario, una correccion a la teoria de la completitud-NP.

Actualmente, la teoria de la transformacién polinomial estd basada en el libro de Garey &
Johnson publicado en 1979, el cual toma los conceptos de los articulos de Karp y Cook, los
autores originales del concepto de transformacién polinomial.

3.1 Stephen A. Cook(1971)

En 1971 Stephen A. Cook publicé su articulo, en el que se fundamentan los conceptos de
lo que hoy conocemos como la teoria de la completitud-NP, al igual que la idea de
transformacién polinomial, en lo que él llamaba P-reducibility.

En su definicion (Definicion 2.9.2 del marco tedrico), Cook maneja dos conjuntos de
caracteres S y T, una maquina de consulta M y un polinomio Q(n), una cadena de
caracteres W que es computada por M y se detiene en Q(|w|) pasos y termina en un
estado de aceptacidon siw € S.

En el articulo de Cook no hace diferencia entre ejemplares-si y ejemplares-no, es mas, no
utiliza el término ejemplar.

3.2 Richard M. Karp (1972)

Richard M. Karp toma los conceptos de Cook para definir su funcién de reduccién, en
donde introduce el término de lenguaje.
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También define la clase NP como el conjunto de todos los lenguajes reconocibles en
tiempo polinomial por una maquina de Turing no determinista. De igual manera utiliza el
término I1 como la clase de todas las funciones de X* a £* computables en tiempo
polinomial por una maquina de Turing.

Karp establece que un lenguaje es reducible a otro si existe una funcion f e IT tal que f(x)
e Msiysdlosix e L.

En su articulo ain no se manejan los términos de ejemplar ni hace distincién entre los
ejemplares-si y los ejemplares-no. Maneja una cadena de caracteres pertenecientes a un
alfabeto.

3.3 Garey & Johnson (1979)

En el libro de Garey & Johnson es donde por primera vez se usa el término de
transformacion polinomial, que es definido como una funcién polinomial f: £.*—>X,*, la
cual involucra una maquina de Turing determinista que pueda computarla tal que para
todaXx € 1%, X € Ly siysélosif(x) € L,.

Define ¥ como el alfabeto (conjuntos de simbolos), £* como todas las cadenas de
simbolos de %, L es el lenguaje y es un subconjunto de Z*.

Garey & Jonhson consideran que un lenguaje L es NP-completo, si L es NP, y para
cualquier otro lenguaje L' que sea NP-completo, L' o« L.

Dentro de las definiciones de transformacién polinomial, se menciona que si L; «c L, y L,
o Ly, entonces L; y L, son polinomialmente equivalentes.

3.4 Sipser (2006)

Otra definicién de transformacién polinomial es expresada en [Sipser, 2006], la cual
define:

Una funcién f: Z*—X* es una funcion computable en tiempo polinomial si existe alguna
maquina de Turing de tiempo polinomial M que pare en justo f(w) pasos, empezando con
una entrada w.

Un lenguaje A es polinomialmente reducible a un lenguaje B, escrito A <, B, si existe una
funcién computable en tiempo polinomial f: Z* — X*, donde para cada w,

weA«fw)eB
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3.5 Trabajos relacionados al tema

Hasta el momento no se ha encontrado trabajo alguno en el que propongan correcciones
a las definiciones de la teoria de la completitud-NP, o que se mencione sobre indicios de
posibles anomalias en estas definiciones, ni tampoco existe evidencia en la literatura que
pudiera ofrecer una explicacién de dichas anomalias. Sin embargo, existen trabajos que
exponen posibles debilidades en diferentes ramas de la complejidad computacional sin
formalizar nada aun y sélo exponiendo como posibles debilidades o limitaciones de la
teoria de la complejidad.

Arnold L. Rosenberg menciona en su trabajo [A.L. Rosenberg, 2010] la existencia de
limitaciones dentro de la teoria de la complejidad computacional, a lo cual Ilama
debilidades. Tras replantearse la manera de abordar los fundamentos matematicos de la
complejidad computacional, menciona que la teoria acepta como computables muchas
funciones de las que no se tiene idea cémo computar (por ejemplo, la funcién "run-of-7s")
y acepta como computables otras funciones que, aunque computables en un universo
conceptual con recursos infinitos, no son computables en un universo real con recursos
limitados. Aunque no existe relacién entre este trabajo y los temas tratados en esta tesis,
es un indicativo de algunas limitantes en la teoria de la complejidad.

Otra observacién en la complejidad computacional es la realizada en [R. Greenlaw, 1995],
donde se trata la teoria de la completitud-P (la rama de la teoria de la complejidad que se
centra en identificar los problemas mas duros en la clase P). Un problema P-completo es
aquél que esta en NP y todo problema en P puede reducirse a él en tiempo polilogaritmico
en una maquina paralela con un ndmero polinomial de procesadores. Las soluciones
altamente paralelas para los problemas P-completos son deficientes, esto es, para
problemas de la clase P para los que es facil encontrar soluciones secuenciales, es dificil
encontrarles soluciones factibles altamente paralelas en tiempo polilogaritmico usando un
numero polinomial de procesadores. Lo anterior contradice al supuesto de que entre mas
procesadores para dar solucidn a un problema, mas rapido se obtiene la solucién. Cabe
mencionar que la completitud-P es muy distinta a la completitud-NP; por lo tanto, el
trabajo anteriormente mencionado es muy diferente de los temas tratados en esta tesis.

Luca Trevisan, en su tesis doctoral [L. Trevisan, 1997] estudié las reducciones de
conservaciéon de aproximacion entre problemas de optimizacién combinatoria para probar
los resultados de completitud en clases de aproximacion. Durante su trabajo utilizd las
diferentes reducciones de conservacién de aproximabilidad existentes hasta el momento y
demostré que ninguna de ellas permitia comprobar ciertos resultados de completitud
naturales. Demostrd que la reduccién-L, la reduccién mas usada en la literatura, tenia muy
malas propiedades de completitud tal como la de no preservar el factor constante de
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aproximabilidad entre problemas. Aunque la tesis mencionada trata sobre ciertas clases
de problemas (concretamente, clases de aproximabilidad); sin embargo, el tema tratado
en esa tesis es diferente del tema de la clase de problemas NP-completos tratado en esta
tesis.

Los trabajos mencionados anteriormente son una muestra que dentro de la teoria de la
complejidad computacional existen limitantes tanto tedricas como practicas a las que no
se les ha podido encontrar solucidn, por lo cual nos hace pensar que es poco probable que
la teoria de la completitud-NP esté exenta de estas limitaciones.

Hasta el momento, y muy probablemente, el Unico trabajo del que se tiene conocimiento
en el que se mencionan indicios de estas posibles anomalias es la tesis doctoral de Jorge
Alberto Ruiz Vanoye, en la cual se abordd el tema de transformacion de ejemplares e
indicadores entre los problemas NP-completos Bin-Packing y Partition.

Por lo anteriormente mencionado, esta tesis esta proponiendo un tema que no ha sido
tratado por otros investigadores; y por lo tanto, no se tienen referencias adicionales sobre
trabajos relacionados.
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Capitulo 4.Condiciones para validar una
transformacion entre problemas NP-completos

4.1 Introduccion

Uno de los avances importantes dentro del campo de la complejidad computacional y en
especifico sobre la relacidn entre la clase P y la clase NP, se dio en los inicios de los afios
70s con el trabajo de Stephen Cook y Leonid Levin. Ellos descubrieron ciertos problemas
en la clase NP cuya complejidad individual estd relacionada con la de toda la clase [Sipser,
2006].

Por el momento, en la teoria mas aceptada se supone que P = NP, en donde P — NP; y por
lo tanto, los problemas mas dificiles en NP no se encuentran en P. Estos problemas son
llamados NP-completos [A. Maheshwari, 2010].

Una de las propiedades fundamentales de los problemas NP-completos, ya sea en lo
tedrico o en lo practico, es que si se encuentra un algoritmo de tiempo polinomial que
resuelva cualquier problema NP-completo, entonces también todos los problemas de esta
clase estaran resueltos en tiempo polinomial con lo que la teoria de P # NP quedaria
anulada y daria paso a P = NP [M. Sipser, 2006]. Esta propiedad es dada gracias a la
relacion que tiene los problemas NP-completos.

En la teoria de la completitud-NP, para comprobar que un problema II; pertenece a la
clase NP-completa, es necesario que cumpla con las siguientes condiciones:

1. Que el problema IT; sea NP.
2. Para cualquier otro problema IT, que pertenezca a NP, IT; es reducible a IT; [Garey
& Jhonson, 1979].

En el primer paso, para comprobar que un problema es NP, es necesario demostrar que
existe una maquina de Turing no determinista que “resuelva” el problema en tiempo
polinomial. Esto puede ser expresado mediante un algoritmo o programa que genere
soluciones para el problema y verifique si es una solucién aceptada.

En el segundo paso se hace uso de la reduccion, la cual es una técnica de la complejidad
computacional mediante la cual podemos convertir un problema a otro problema de tal
manera que la solucidn utilizada para el primer problema nos sirva también para el
segundo problema [M. Sipser, 2006].

La reducciéon es comunmente usada para clasificar los problemas en complejidad
computacional. Por ejemplo, supongamos que tenemos un problema Ay un problema B,
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sabemos que el problema A pertenece a un tipo de problemas T, por lo tanto, si B es
reducible a A, entonces B también es un problema del tipo T. La misma funcidn tiene la
reduccion en la teoria de la completitud-NP.

4.2 Condiciones explicitas de una transformacion

La transformacion utilizada para comprobar que un problema I1; pertenece a la clase de
problemas NP-completos es la transformacion polinomial. Podemos definir a una
transformacién polinomial como una funcidon que transforma un problema a otro en
tiempo polinomial.

Formalmente podemos definir una transformacién polinomial de la siguiente manera [A.
Maheshwari, 2010]:

“Sean A £{0,1}* y B <{0,1}* dos lenguajes. Diremos que A <, B si existe una funcion
f:{0,1}* > {0,1}*
tal que:

1. feFpP
2. para todas las cadenas W en {0,1}%,

w e A f(w) eB”

En donde <, simboliza la reduccion polinomial y FP significa que sea una funcidn que
compute en tiempo polinomial.

Otra definicién es dada por [M. Sipser, 2006] en la que menciona lo siguiente:

“Un lenguaje A es polinomialmente reducible a un lenguaje B, escrito A <, B, si existe una
funcion computable en tiempo polinomial f: 2* — X*, donde para cada W,

W €A «»>f(w) e B”

Podemos observar que ambas definiciones son muy similares. Para el propdsito de este
trabajo de investigacion se tomara como base la definicion de transformacién polinomial
en [Garey and Jhonnson, 1979].

“Una transformacion polinomal de un lenguaje L, < >1* a un lenguaje L, < X,* es una
funcion f: Z,* > Z,* que satisface las siguientes dos condiciones”:

A. Existe una MTD de tiempo polinomial que computa f .

B. Paratodax € Z1* X € L1 siy solo sif(X) € La.
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Tomando la segunda condicion (B) de la transformacién polinomial, ésta se puede
reescribir de la siguiente manera:

B. Paratodax e X%,
1. sif(x) e L, entonces X € L; (si X ¢ L; entonces f(x) ¢ L) y
2. siX e L entonces f(x) e L, (si f(X) ¢ L, entonces X ¢ L).

Finalmente, para el propdsito de estudio de este proyecto, simplificamos la condiciéon
como se muestra a continuacion:

B. Paratodax e X%,
1. sixelj;entoncesf(x) elL,y
2. siX g L entonces f(x) ¢ L,.

Y ocasionalmente, se usaran las siguientes expresiones alternativas:

B. ParatodaXx e X:¥,
1'. sif(x) e L,entoncesx e L; y
2'. sif(x) ¢ L, entonces X ¢ L;.

4.3 Condiciones implicitas de una transformacion

Durante el proceso de revisién de las definiciones fundamentales de la teoria de la
completitud-NP, se dedujeron algunas caracteristicas que deben cumplir las
transformaciones polinomiales y que no se encuentran explicitas en las definiciones.

Las transformaciones polinomiales entre dos problemas NP-completos I1; y I1, deben
cumplir con tres condiciones implicitas, ademds de las condiciones explicitas que se
encuentran en las definiciones de la teoria de la completitud-NP.

Las tres condiciones implicitas son:

Cl1. Todos los ejemplares del problema II; deben poder ser transformados en
ejemplares del problema Il,. Mas especificamente, todos los ejemplares-si del
problema Il; deben ser transformados en ejemplares-si del problema I1,, y todos los
ejemplares-no e invalidos de II; deben ser transformados en ejemplares-no e
invalidos de IT,.

C2. Cada ejemplar en el problema I1; debe transformarse en un ejemplar equivalente en
el problema I'l,.

C3. La transformacion debe poder realizarse en ambos sentidos, es decir, de [T, a I, y
de Hz a Hl.
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4.3.1 Primera condicion implicita: transformacion de todos los ejemplares

La primera condicion implicita se deriva de la definicién de transformacion polinomial (de
lenguajes) [Garey and Johnson, 1979].

Donde L; y L, son las codificaciones de dos problemas de decision II; y I,
respectivamente. En base a lo anterior se puede observar que la condicion B establece
que debe existir una transformacion para todas y cada una de las cadenas del lenguaje L,
es decir, el problema de decisién I1;. Para comprobar que esto es asi, supdngase que se
definiera una transformacion L; oc L, tal que para alguna X' € L; su imagen f(x') no
existiera, entonces en este caso no se cumpliria la condicién B, y por lo tanto, dicha
transformacién no seria valida.

Este hecho es reconocido por Garey&Jlohnson (p. 13) en el siguiente comentario: "La
principal técnica usada para demostrar que dos problemas estan relacionados es la de
reducir uno a otro, dando un transformacién constructiva que mapee cualquier ejemplar
del primer problema a un ejemplar equivalente del segundo". En la ultima oracién, la frase
cualquier ejemplar implica todos los ejemplares.

Conviene tener presente que la codificacién de un problema II en un lenguaje bajo el
esquema de codificacién e se define de la siguiente manera [Garey&Johnson, 1979]:

2 es el alfabeto usado por €, y X es la codi-
L[TT, e] = XeX*:

ficacion bajo € de un ejemplar | € Yy

lo cual implica la divisidon del conjunto X* de todas las cadenas en dos subconjuntos: el
conjunto de cadenas-si y el conjunto de cadenas-no, de tal manera que el conjunto de
cadenas-si corresponde al conjunto de ejemplares-si de I1, mientras que el conjunto de
cadenas-no se divide en dos subconjuntos: uno que corresponde al conjunto de
ejemplares-no de I, y otro que corresponde al conjunto de ejemplares invéalidos de I1.

Por lo tanto, en base a la revisiéon de las definiciones anteriormente dadas, se puede
concluir que para que una transformacion de un problema II; a un problema II, sea
valida, todos los ejemplares-si de I1; deben ser transformados en ejemplares-si de 11, y
todos los ejemplares-no e invdlidos de I1; deben ser transformados en ejemplares-no e
invalidos de IT,.
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4.3.2 Segunda condicion implicita: transformacion en ejemplares equivalentes

La segunda condicién implicita proviene de la esencia de la transformacién polinomial, la
cual se expresa de la siguiente manera [Garey & Johnson, 1979]:

La principal técnica usada para demostrar que dos problemas estan
relacionados es la de reducir uno a otro, dando una transformacion
constructiva que mapee cualquier ejemplar del primer problema a un
ejemplar equivalente del segundo. Dicha transformaciéon proporciona el
medio para convertir cualquier algoritmo que resuelva el segundo
problema en un algoritmo correspondiente para resolver el primer
problema.

La forma directa de convertir un algoritmo A, que resuelve un segundo problema a otro
algoritmo A; para resolver un primer problema, consiste en la implementaciéon de dos
fases: En la primera fase se convierte un ejemplar p; del primer problema a un ejemplar p,
del segundo problema, y en la segunda fase se utiliza el algoritmo A, para determinar si el
ejemplar p, es un ejemplar-si; finalmente, si la transformacion de p; a p, es una
transformaciéon polinomial, entonces, por la condicion B1', también se puede determinar
si el ejemplar p, es un ejemplar-si o no.

4.3.3 Tercera condicion implicita: transformaciéon en ambos sentidos

La definicién de la tercera condicidon implicita se deduce de la definicion de la
completitud-NP [Garey & Johnson, 1979].

Formalmente, un lenguaje L se define como NP-completo si L € NP vy, para
todos los otros lenguajes L' € NP, L' oc L.

Para tal efecto, considérense dos problemas NP-completos I, y I, cuyas codificaciones
son L; y L, respectivamente; entonces, haciendo primero L=L; y L'=L,, la definicidn
establece que debe cumplirse que L, oc L;; después, haciendo L=L, y L'=L;, la definicion
establece que debe cumplirse que L; o« L,. En conclusidn, estos dos resultados implican
gue los problemas deben poder transformarse en ambos sentidos.

Revision de la Aplicacion de Transformaciones entre Problemas en la Teoria de la
Completitud-NP Pagina 23



Capitulo 5.- Revision de transformaciones entre problemas NP-completos

Capitulo 5.Revision de transformaciones entre
problemas NP-completos

5.1 Introduccion

El propdsito de este trabajo de tesis, como ya se ha mencionado anteriormente, es poder
encontrar la explicacién al fendmeno que se presenta en varias de las transformaciones
polinomiales que se conocen en la teoria de la completitud-NP. Como es sabido, una de
las propiedades principales de la transformacion entre problemas NP-completos es que
debe poder realizare en ambos sentidos. Para cualquier par de problemas NP-Completos
Ay B, si existe una transformacién de A a B también debe existir una transformacion de B
a A. Sin embargo, en la literatura la gran mayoria de las demostraciones de pertenencia de
problemas a la clase NP-completa sdlo incluyen la transformacién en un sentido, dando
por entendido que es posible realizarla en sentido inverso. Este fendmeno en particular
fue detectado en la transformacion entre los problemas Partition y Bin Packing en la que
no se pudo encontrar una transformacién en sentido contrario que cumpliera con todas
las condiciones necesarias para considerarse valida.

Con el fin de poder encontrar la causa de este fendmeno se decidié revisar la rama de
transformaciones que van desde el problema Partition al problema SAT, el cual es el
primer problema demostrado que es NP-completo.

Una posible hipdtesis para explicar esta anomalia es que el problema de Partition pudiera
no ser NP-completo. Para tal efecto, se decidié revisar la rama de transformaciones que
van desde el problema de Partition al problema SAT, el cual es el primer problema
demostrado que es NP-completo. Especificamente, la verificacién de la completitud-NP de
Partition, implica la revisién de tres transformaciones: SAT oc 3-SAT, 3-SAT o« 3DM, y 3DM
oc Partition. La revision tiene por objeto detectar algun posible error en algunas de las
transformaciones, en particular el hecho de que alguna no satisfaga alguna de las
condiciones implicitas (C1, C2, C3). El hecho de que alguna transformacion fuera
incorrecta no es inconcebible, ya que algunas transformaciones (por ejemplo en [R.Karp,
1972]), estas no son verificadas rigurosamente. A este respecto conviene mencionar que
una transformacion de Partition a Knapsack (descrita en la seccion 5.6) es incorrecta, ya
gue no satisface una de las condiciones implicitas.
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5.2 Larevision de la transformacidn entre los problemas de Partition y Bin
Packing

La posible anomalia encontrada en la transformacién entre los problemas Partition y Bin
Packing consiste en lo siguiente: es posible encontrar una transformacién polinomial de
Partition a Bin-Packing pero parece imposible encontrar una de Bin Packing a Partition,
con lo cual se estaria incumpliendo con la condicion C3 (Capitulo 4: Condiciones
implicitas).

Para tratar de explicar esta anomalia, primero se revisara la transformacién polinomial
existente en la literatura de Partition a Bin Packing, y luego se describiran diversos
intentos de transformacién polinomial de Bin Packing a Partition con el fin de mostrar la
dificultad de encontrar una transformacidén en sentido contrario.

Antes de adentrarnos en la revisién de la transformacién entre estos dos problemas,
primero daremos un vistazo a sus definiciones.

Problema Particién: Considérese un conjunto finito A y un tamafio s(a) € Z* para cada
elemento a € A (donde Z* denota los enteros positivos), entonces el problema Partition
consiste en determinar si existe un subconjunto A' — A tal que Zaca S(2) = Zaea-a S(a).

Problema Bin-Packing: Considérese un conjunto U de objetos, un tamafio s(u) € Z* para
cada U € U (donde Z* denota los enteros positivos), una capacidad de contenedor B
entera positiva y un entero positivo K, entonces el problema Bin-Packing consiste en
determinar si existe una particiéon de U en subconjuntos disjuntos U;, U,, ..., Uk tal que la
suma de los tamafios de los objetos en cada Uj sea igual a B o menor.

5.2.1 Algoritmo Trans Par-BP:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) p del problema Partition.

1. Para cada elemento a; en Partition definir un objeto u; en Bin-Packing tal que s(u;) =
s(aj). (Notas: Con esto quedan definidos todos los objetos de Bin-Packing,
incluyendo sus tamafios en términos de los parametros de Partition. La
complejidad de este paso es O(|A|) y, por lo tanto, polinomial.)

2. Hacer S = X,ca S(@) y hacer B = S/2. (Notas: Con esto queda definida la capacidad
de los contenedores de Bin-Packing. La complejidad de este paso es O(|A]|) v,
consecuentemente, polinomial.)

3. Hacer K = 2. (Notas: Con esto queda definido el nUmero de contenedores de Bin-
Packing. La complejidad de este paso es O(1) y, por tanto, polinomial.)
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5.2.2 Verificacion de las condiciones explicitas

Para verificar la validez de esta transformacion, primero se consideraran las condiciones
explicitas A y B de la definicién de transformacidon polinomial (Capitulo 4: Condiciones
explicitas).

Primeramente, como cada uno de los pasos del algoritmo tiene complejidad polinomial,
entonces el algoritmo completo satisface la condicién A.

En segundo lugar, para la condicion B hay que tomar en cuenta que L; es el conjunto de
las cadenas que codifican a los ejemplares-si de Partition mientras que L, es el de las
cadenas que codifican a los ejemplares-si de Bin-Packing.

Para verificar la condicidn B1 considérese un ejemplar cualquiera p de Partition, entonces
si p es un ejemplar-si la suma de los tamafios de todos sus elementos (S = Z,.a S(a)) debe
ser par y, consecuentemente, se puede aplicar el paso 2 del algoritmo para obtener la
capacidad B de los contenedores para un ejemplar g de Bin-Packing que es la imagen de p;
ademas, con los elementos de Partition debe ser posible formar dos grupos tal que la
suma de los tamafios de los elementos en cada grupo sea S/2 (= B). Finalmente, esto
implica que en el ejemplar q debe ser posible formar dos subconjuntos tales que cada
subconjunto contenga los objetos correspondientes a los elementos de un grupo distinto
del ejemplar p y que la suma de los tamafos de sus elementos sea B, lo cual a su vez
implica que ( sea un ejemplar-si de Bin-Packing, con lo cual se verifica que se cumple la
condicién B1.

Para la verificacién de la condicidn B2, se utilizard la prueba por contradicciéon; por lo
tanto, supdngase que si X ¢ L; entonces f(X) € L,. Si x ¢ L, entonces esto implica que X es
una cadena-no de 2:*, y con lo cual nos lleva a dos posibles casos: que X sea una
codificacion de un ejemplar invalido de Partition o que X sea una codificacién de un
ejemplar-no de Partition. A continuacién se describen estos dos casos.

e Primer caso: Supdngase que g fuera un ejemplar-si de Bin-Packing y que fuera la
imagen de un ejemplar invdlido p de Partition. El problema Partition no tiene
muchas opciones para generar ejemplares invalidos; asi que el que p fuera invalido
implicaria que el tamafio de por lo menos uno de sus elementos a; no fuera un
entero positivo; entonces, al aplicar el paso 1 del algoritmo de transformacion a p,
resultaria que la imagen ( de p tendria un objeto U; cuyo tamafo tampoco seria
entero positivo, lo cual implicaria que ( fuera invalido, y consecuentemente, el
supuesto de este caso es imposible.

e Segundo caso: Supdngase que ( fuera un ejemplar-si de Bin-Packing y que fuera la
imagen de un ejemplar-no p de Par. Notese que existen dos subconjuntos de
ejemplares-no de Par: aquéllos en los que S = Z;.a S(@) es impar y aquéllos en los
gue S es par, lo cual da origen a dos subcasos.

o Supdngase ahora que S fuera impar; esto implicaria que al aplicar el algoritmo
de transformacion a p, resultaria que en la imagen g de p el tamafio de los
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contenedores seria un numero fraccionario, lo que implicaria que q fuera
invalido, y consecuentemente, el supuesto de este caso es imposible.

o Supdngase que S fuera par, entonces como p es un ejemplar-no, sucede que
para cualquier posible particion de los elementos de Partition (en A' y A-A')
debe suceder que Zaca S(@) > S/2 0 Zaea-a S(@) > S/2, esto implicaria que al
aplicar el algoritmo de transformacion a p, resultaria que en la imagen ¢ de p
para cada posible particién de los objetos de Bin-Packing (en U; y U;) también
debe suceder que X<y S(U) > B 0 Zycuz S(U) > B, lo que implicaria que g fuera
un ejemplar-no, y consecuentemente, el supuesto de este subcaso es
imposible.

Ahora que ha quedado demostrado que la transformacidon Trans Par-BP cumple con las
condiciones explicitas, es necesario verificar también que cumpla con las condiciones
explicitas.

5.2.3 Verificacidn de las condiciones implicitas

Con relacién a la condicion implicita C1, obsérvese que el paso O del algoritmo de
transformacién toma como entrada cualquier ejemplar (si, no o invdlido) del problema
Partition, y los pasos 1, 2 y 3 del algoritmo permiten transformar cualquier ejemplar de
Partition, con lo cual se comprueba que la transformacién satisface la condicién C1.

Respecto a la condicion implicita C2, supdngase que tuviéramos un ejemplar p de Partition
y un algoritmo Agp que resuelva cualquier ejemplar de Bin-Packing (en donde “resolver”
un ejemplar quiere decir responder “si” o “no” para un ejemplar); entonces, es posible
disefiar un algoritmo Ap, basado en el algoritmo Agp que pueda resolver p. El algoritmo
Ap,r constara de dos fases: la primera fase usard el algoritmo Trans Par-BP para
transformar el ejemplar p en un ejemplar  de Bin Packing, y la segunda fase usa el
algoritmo Agp para resolver el ejemplar . Como se ha comprobado que la transformacion
cumple la condicidn explicita B, si la respuesta del algoritmo Agp es “si” para el ejemplar q,
entonces, por la condicion B1' (si f(x) € L, entonces x € L;) el ejemplar p debe ser también
un ejemplar-si, de lo contrario, p debe ser un ejemplar-no o invalido. La transformacién
cumple con la condicion C2.

En cuanto a la condicidon implicita C3, veremos que parece imposible satisfacerla con
cualquier transformaciéon revertida (por ejemplo de Bin-Packing a Partition) lo cual
constituye una paradoja, ya que se deberia poder satisfacerla segun la teoria de la
completitud-NP dado que Partition y Bin-Packing son problemas NP-completos.

Primeramente, el disefio de una transformacién de la transformacion inversa de Trans
Par-BP es una de las tareas que nos permitiria determinar si en realidad existe este
problema. Analizando el algoritmo Trans Par-BP se puede observar que el paso 1 se puede
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invertir; sin embargo, los pasos 2 y 3 no, por lo tanto, el algoritmo quedaria de la siguiente
manera.

5.2.4 Algoritmo Trans BP-Parl:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) g del problema Bin-Packing.

1. Para cada objeto U; en Bin-Packing definir un elemento a; en Partition tal que s(a;) =
S(u;). (Notas: Con esto quedan definidos todos los elementos de Partition,
incluyendo sus tamafios en términos de los pardmetros de Bin-Packing. La
complejidad de este paso es O(|U]|) y, por lo tanto, polinomial.)

Para poder demostrar que la condicion B1 no se cumple, basta con encontrar un caso que
viole la condicion. Considere un ejemplar-si g de Bin-Packing en el que K =5, B =3, y un
conjunto de objetos U = {uy, Uy, Us, Ug, Us, Ug, U7, Ug, Ug, U1g} cON sus respectivos tamafios
S(U1)=2, s(u,)=1, s(uz)=2, s(us)=1, s(us)=2, s(ue)=1, s(u;)=2, s(ug)=1, s(us)=2, s(U1g)=1. Nbtese
que la particién U1={U1, Uz}, U2={U3, U4}, U3={U5, Us}, U4={U7, Ug}, U5={U9, U10} constituye una
solucién de @, y por consiguiente es un ejemplar-si. Al aplicar el algoritmo de
transformacion Trans BP-Parl al ejemplar g, se obtiene el ejemplar p, el cual consta de un
conjunto de elementos A = {as, a,, a3, a4, as, g, 87, Ag, 89, 410} CON SUS respectivos tamafios
s(a1)=2, s(ay)=1, s(as)=2, s(as)=1, s(as)=2, s(ag)=1, s(as)=2, s(ag)=1, s(as)=2, s(aig)=1. Puede
verse que no es posible dividir A en dos subconjuntos A' y A-A', tales que
Yaca S(@) = Zaca-a S(@), ya que Zaca S(a) es impar, lo cual significa que p es un ejemplar-no,
y por consiguiente, se viola la condicién B1.

Este problema que presenta la transformacién Trans BP-Parl puede ser corregido
mediante una pequefia modificacidn al algoritmo de transformacion. El algoritmo quedard
reescrito de la siguiente manera.

5.2.5 Algoritmo Trans BP-Par2:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) q del problema Bin-Packing.

1. Para cada objeto U; en Bin-Packing definir un elemento a; en Partition tal que s(a;)
= S(Uj). (Notas: Con esto quedan definidos todos los elementos de Partition,
incluyendo sus tamafios en términos de los pardmetros de Bin-Packing. La
complejidad de este paso es O(|U]|) y, por lo tanto, polinomial.)
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2. Si Zycu S(u) es impar, agregar al conjunto A de Partition un elemento extra o con
tamafio s(a)=1. (Nota: La complejidad de este paso es O(|U]) y, por lo tanto,
polinomial.)

A pesar de las correcciones realizadas al algoritmo Trans BP-Parl, aun sigue violando la
condicidn B1: desafortunadamente lograr que la suma de los tamafos de los objetos sea
par no garantiza que un ejemplar de Partition tenga solucidn como lo muestra el siguiente
caso. Considérese el ejemplar-si de Bin-Packing tal que K=5, B=11, y un conjunto de
objetos U = {uj, Uy, Us, Us, Us, Ug, Uy, Ug, Uy, Usg} con sus respectivos tamafios S(u;)=10,
S(uy)=1, s(us)=10, s(us)=1, s(us)=10, s(ug)=1, s(u;)=10, s(ug)=1, S(Ug)=10, S(U9)=1. Notese
que la particion U;={u;, Uy}, U,={Uus, Us}, Us={Us, U}, Us={u5, Ug}, Us={uy, U1o} constituye una
solucién de g, y por lo tanto es un ejemplar-si. Al aplicar el algoritmo de transformacion
Trans BP-Par2 al ejemplar g, se obtiene el ejemplar p, el cual consta de un conjunto de
elementos A = {a;, a,, a3, a4, as, @, a7, Ag, A9, Ao, A11} CON sus respectivos tamafos
s(a1)=10, s(ay)=1, s(as)=10, s(as)=1, s(as)=10, s(ag)=1, s(a7)=10, s(ag)=1, s(as)=10, s(ao)=1,
s(ai1)=1. Puede verse que no es posible dividir A en dos subconjuntos A' y A-A', tales que
Yaea S(a) = Xaca-a S(a), lo cual significa que p es un ejemplar-no, y por consiguiente, se
viola la condicién B1.

Para superar este problema se propone el siguiente algoritmo que garantiza la obtencién
de un ejemplar-si de Partition.

5.2.6 Algoritmo Trans BP-Par3:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) q del problema Bin-Packing.

1. Para cada objeto u; en Bin-Packin definir un elemento a; en Partition tal que s(a;) =
s(u;).

2. En caso de que no sea posible encontrar dos subconjuntos A' y A-A', tales que
Zaea S(a) = Zaea-a S(a), agregar al conjunto A de Partition un elemento extra « con
un tamafio s(a)eZ" tal que Zaca S(a) = Zacaa S(a) + S(a) para alguna particion de A
enA'y A-A'.

Aunque el algoritmo Trans BP-Par3 garantiza la satisfaccidon de la condicién explicita B1,
desafortunadamente ahora viola la condicién A. Con respecto al paso 2 de Trans BP-Par3,
determinar que no es posible encontrar los dos subconjuntos A' y A-A' tal que Z;ca () =
Zaea-a S(a) es equivalente a determinar si el ejemplar de Partition es un ejemplar-no, lo
cual en general es tan complejo como determinar si un ejemplar de Partition es un
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ejemplar-si; por lo tanto, la complejidad del paso 2 no es polinomial, y por consiguiente,
se viola la condicidn explicita A.

Para corregir este problema, se propone el siguiente algoritmo que garantiza la obtencién
de un ejemplar-si de Partition.

5.2.7 Algoritmo Trans BP-Par4:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) g del problema Bin-Packing.

1. Para cada objeto Uj en Bin-Packing definir un elemento a; en Partition tal que s(a;)
= S(U;).

2. Agregar al conjunto A de Partition un elemento extra « con un tamafio s(a) =
Yueu S(u). (Nota: La complejidad de este paso es O(|U]|) y, por lo tanto,
polinomial.)

3. SiBgZ oK ¢ Z" hacers(a) =—1. (Notas: La complejidad de este paso es O(2). Es
necesario agregar este paso para asegurar que los ejemplares invalidos de Bin-
Packing se transformen en ejemplares invalidos de Partition.)

Aunque este algoritmo garantiza el cumplimiento de la condicion Ay B1, viola la condicién
explicita B2. Comprobaremos la violacién de esta condicidn mediante la prueba por
contradiccidn; entonces, supondremos que X ¢ L, siy sélo si f(X) € L,. Para este caso, si X
¢ L, quiere decir que X es una cadena-no de X:*, lo cual nos deja dos posibles casos: que X
sea la codificacion de un ejemplar invdlido de Bin-Packing o que X sea la codificacién de un
ejemplar-no de Bin-Packing. Para el primer caso la condicién B2 se cumple pero para el
segundo caso no.

Para verificar el segundo caso, supongamos que p fuera un ejemplar-si de Partition y que
fuera la imagen de un ejemplar-no ¢ de Bin-Packing. En este caso se mostrara que si existe
un caso que se ajusta a esta suposicion, lo cual implicaria que no se satisface la condicién
B2. Para tal efecto considérese un ejemplar-no ¢ de Bin-Packing definido de la siguiente
manera: K=3yB =11,y U ={uy, Uy, Us, Ug, Us, Ug} con sus respectivos tamanos s(U;)=11,
S(uz)=1, s(us)=10, s(us)=1, S(us)=10, S(ue)=1. Al aplicar el algoritmo Trans BP-Par4 a ( se
obtiene el ejemplar p definido de la siguiente manera: A = {a;, a,, as, a4, as, 8, a} con sus
respectivos tamafios s(a;)=11, s(a,)=1, s(as)=10, s(as)=1, s(as)=10, s(as)=1, s(x)=34, con lo
cual puede verse claramente que p es un ejemplar-si de Partition, lo cual implica que no
satisface la condicién explicita B2.
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B e
La violacion de la condicion B2 es originada por la aplicacién del paso 2 del algoritmo
Trans BP-Par4, ya que siempre agrega un elemento « con tamafo igual a la suma de los
tamafios de los objetos del ejemplar de Bin-Packing; es decir, agrega o tanto para
ejemplares-si como para ejemplares-no. Desafortunadamente, no es facil corregir este
problema, ya que si se quisiera aplicar el paso 2 solamente a los ejemplares-si, entonces
seria necesario resolver primero el ejemplar de Bin-Packing, para lo cual no se conoce
ningun algoritmo que pueda hacerlo en tiempo polinomial.

5.3 Larevision de la transformacidn entre los problemas de 3DM y
Partition

La siguiente transformacion dentro de la rama de transformaciones que van desde el
problema del Bin-Packing hasta SAT es la de 3DM a Partition. Primero revisaremos la
definicion del problema de 3DM.

3-Dimensional Matching (3DM): Dados tres conjuntos W = {wy, Wy, ..., Wg}, X = {X1, X, ...,
Xah, Y ={Y1, Y2, ..., Yot donde |W| = | X]| = |Y| =, y una relacién ternaria M c X x Y x W de
K tripletas, el problema de 3DM consiste en determinar si existe un subconjunto M' ¢ M
de q tripletas de tal manera que cada elemento {w;j, X; e Yi} aparezca sélo una vez en las
tripletas de M'".

El siguiente algoritmo es una descripcidn resumida del proceso de transformacion de 3DM
a Partition [Garey & Johnson, 1979].

5.3.1 Algoritmo Trans 3DM-Par:

0. Entrada: un ejemplar (si, no e invalido) g del problema 3DM.

1. Siel ejemplar es invdlido entonces genera un ejemplar invalido de Partition y parar
el proceso, en caso contrario continuar con el paso 2.

2. Hacer el valor de pigual a |_Iog2(k+1)_|.

3. Para cada tripleta m; = (W), Xg(i), Yhi)) € M, definir un elemento a; € A de Partition,
cuyo tamaiio estard dado por la siguiente férmula:
s(a) = 2PEaT0) 4 2pRa-96) 4 pp(a-h()
1

donde f(i), g(i) y h(i) son los subindices de cada componente de la tripleta m;.

4. finalmente, se definen dos elementos extras b; y b, de Partition, cuyos tamarfios
estdn dados por las siguientes expresiones:
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k 3g-1 k 3g-1 .
s(bl)=225(ai)—z2pl s(b2)=Zs(ai)+22pl
i=1 j=0 i=1 j=0
Es importante mencionar que Z?jo_l 2P =Y 4 s(a) =Bsiysélosi M {m;:a € A'}es
un matching de 3DM.

(Nota: debido a la complejidad de este algoritmo, se recomienda al lector acudir a la
fuente [Garey & Johnson, 1979] para mayor comprensién del mismo.)

5.3.2 Verificacion de las condiciones explicitas

Para verificar la condicidn explicita A basta con observar el pseudoalgoritmo anterior para
darse cuenta que todos los pasos tienen una complejidad polinomial, por lo cual se
cumple la primera condicidn.

Para la condicidn B, hay que tomar en cuenta que L, es el conjunto de todas las cadenas
qgue codifican a los ejemplares-si de 3DM mientras que L, es el conjunto de todas las
cadenas que codifican a los ejemplares-si de Partition.

En la verificacién de la condicion B1, considérese un ejemplar-si b de 3DM, entonces si b
es un ejemplar-si debe existir un conjunto M' que no tenga elementos repetidos en las (
tripletas que lo componen; y por lo tanto, al aplicar el algoritmo 3DM-Par para obtener d
tenemos que B = Zfio_l 2P/ =¥, .4 s(a). Se crean los elementos de balanceo s(b;) =
22{-‘:1 s(a;) — By s(by) = Zf‘zl s(a;) + B los cuales se suman a los subconjuntos A' y
A-A'. Debido a que Y., .4 s(a) = B ambos subconjuntos (A'y A-A') sumaran exactamente
el doble del tamafio del conjunto A (2).,.4 s(a)). Primero se realiza la suma del primer
elemento de balanceo (s(b;)) con el subconjunto A' (2 Z{-‘;l s(a;) — B+ Y,ca s(a)) en
donde al eliminar términos iguales (B y }.,ca’ S(a)) nos queda un valor de 221-‘:1 s(a;)
que es igual a 2),,.4 s(a). Después se realiza la suma del segundo elemento de balanceo
(s(bz)) con el subconjunto A-A' dando como resultado la siguiente operacioén:
Yk 1 s(a)+ B+ Yaca_a s(a) donde B es el complemento de Y,c4_a S(a) y la suma
de ambos es igual a Z{-‘zl s(a;) y por lo tanto, obtenemos un valor de 2 Z{-‘zl s(a;) que es
igual @ 2),,.4 S(a). Ambos elementos se balancean gracias a que B = ), .4 s(a), y por lo
tanto, si es posible encontrar un emparejamiento en M para poder crear el subconjunto
M' haciendo imposible que b sea la imagen de un ejemplar-no d de Partition, con lo cual
se verifica que se cumple la condicién B1.

Para la verificacién de la condicidon B2, se utilizard la prueba por contradiccion; por lo
tanto, supdngase que si X ¢ L; entonces f(X) € L. Si x ¢ L4, entonces esto implica que X es
una cadena-no de 2:* y con lo cual nos lleva a dos posibles casos: que X sea una
codificacion de un ejemplar invalido de 3DM o que X sea una codificacién de un ejemplar-
no de 3DM.
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e Primer caso: para el caso de que X sea la codificacién de un ejemplar invalido, el
algoritmo de transformacién genera un ejemplar invdlido de Patition.

e Segundo caso: supongamos que tenemos un ejemplar-si d de Partition que fuera
una imagen de un ejemplar-no b de 3DM. Un ejemplar-no de 3DM es aquél en el
cual falta al menos uno de los g elementos de cualquiera de los conjuntos W, X, Y
en las tripletas del conjunto M. Entonces no seria posible encontrar q tripletas sin
elementos repetidos que conformen el conjunto M'. Por lo tanto, la suma de los
pesos de las tripletas de M' no coincidiria con el nUmero B, y por lo tanto, a pesar
de los dos elementos de balanceo, no se igualarian los pesos de A' y A—A' y por
ende el ejemplar d seria un ejemplar-no, lo cual contradice la suposicion si X ¢ L
entonces f(X) € L,. Se comprueba que la transformacién cumple con la condicion
B2.

5.3.3 Verificacion de las condiciones implicitas

Con respecto a la primera condicidn C1, el pseudoalgoritmo toma como entrada cualquier
ejemplar de 3DM (sea ejemplar-si, ejemplar-no o ejemplar invalido). El algoritmo
transforma los ejemplares-si de 3DM a ejemplares-si de Partition. También transforma
ejemplares-no de 3DM en ejemplares-no de Partition.

Para verificar la condicién C2 primero supongamos que tenemos un ejemplar b de 3DMy
un algoritmo Apsr que puede resolver cualquier ejemplar de Partition (donde resolver un
ejemplar significa responder “si” o “no” para este ejemplar). Entonces, supongamos que
obtenemos un ejemplar d de Partition al aplicar a b el algoritmo de transformacion, y
después utilizamos el algoritmo Ap,, para resolver el ejemplar d. Como se ha comprobado
que la transformacion cumple la condicidén explicita B, si la respuesta del algoritmo Ap,, es
“si” para el ejemplar d, entonces, por la condicién B1' (si f(x) € L, entonces X € L,) el
ejemplar b debe ser también un ejemplar-si, de lo contrario, b debe ser un ejemplar-no o
invalido. Por lo tanto, la transformacién cumple con la condicién C2.

Con respecto a la condiciéon implicita C3, de la misma forma que en la revisién de la
transformacion entre Partition y Bin-Packing, no se ha podido demostrar la existencia de
una transformacion polinomial de Partition a 3DM; de igual forma, de acuerdo con
nuestras revisidon bibliografica, no se ha reportado dicha transformacién en la literatura
sobre la teoria de la completitud-NP.

5.4 Larevision de la transformacidon entre los problemas de 3-SAT y 3DM

La comprobacion de la pertenecia del problema de 3-Dimensional Matching a la clase NP-
completa se realizé6 mediante la reduccién de 3-SAT a 3DM. La definicion del problema del
3-SAT se presenta a continuacion.
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3-SATISFACTIBILIDAD (3-SAT): Dada una coleccion C = {ci, Cy, ..., Cm} de clausulas
booleanas, donde cada cldusula estd compuesta por exactamente tres variables de un
conjunto U = {uy, U,, ..., Uy}, entonces, el problema consiste en determinar si existe una
asignacion de valores (V o F) para cada u; (=1, 2, ..., n), tal que Cj sea verdadera para toda
j1(=1,2,..,m).

El siguiente algoritmo es una descripciéon resumida del proceso de transformacién de 3-
SAT a 3DM [Garey & Johnson, 1979].

5.4.1 Algoritmo Trans 3-SAT-3DM:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) p del problema 3-SAT.

1. Siel ejemplar es invélido (3 ¢j € C: |¢j| # 3) entonces generar un ejemplar invalido
g de 3DM y parar el proceso, en caso contrario, continuar con el paso 2.

2. Se define el siguiente conjunto de pardmetros del problema de 3DM: {ujj, —Uij: 1 <
I<n,1<]j<m} donde ny mrepresentan el nimero de variables booleanas y el
numero de clausulas booleanas del problema 3-SAT. Los parametros de este
conjunto formaran los elementos del conjunto W del problema de 3DM.

3. Se define el siguiente conjunto de pardmetros del problema de 3DM: A = {a;j: 1 < i
<N, 1<jsm), S;={syj:1<j<m}, Gy ={g1j 1 <k <m(n-1)}. Los parametros de
estos conjuntos formaran los elementos del conjunto X del problema de 3DM; es
decir,

X =AUS, UG,

4. Se define el siguiente conjunto de parametros del problema de 3DM: B = {b;j: 1 <i
<n1<jsm}, S;={s:1<j<m}, G, ={0,j: 1 < k<m(n-1)}. Los parametros de
estos conjuntos formardn los elementos del conjunto Y del problema de 3DM; es
decir,

Y =BUS, UG,

5. Se construye el conjunto de tripletas truth-setting and fan-out (el cual es un
subconjunto del conjunto M de 3DM) de la siguiente manera:

T={{ Jo(m)

T,'t = {(-Ui,j, aij, biyj): 1<j<m}

T/ = {(uij, @ijer, bij): 1<j<m}
donde los elementos de las tripletas son tomados de los conjuntos W, A y B
definidos en los pasos 1, 2y 3.

donde:
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6. Se construye el conjunto de tripletas satisfaction testing (el cual es un subconjunto
del conjunto M de 3DM) de la siguiente manera:

c=Uc,

j=1
donde:
Cj :{(ui,j’sl,j’sz,j):ui ECj}U{(ui,j’Sl,j’SZ,j):ui E_'Cj}
donde los elementos de las tripletas son tomados de los conjuntos W, S; y S;
definidos en los pasos 1, 2 y 3.

7. Se construye el conjunto de tripletas garbage collection (el cual es un subconjunto
del conjunto M de 3DM) de la siguiente manera:
G = {(Uij, 91k G2k), (HUij, O1k G2k): 1<k<m(n=1),1<i<n, 1<j<m}

donde los elementos de las tripletas son tomados de los conjuntos W, G; y G,
definidos en los pasos 1, 2 y 3.

8. Se construye un subconjunto M del problema de 3DM de la siguiente manera:
M=TUCUG

(Nota: debido a la complejidad de este algoritmo, se recomienda al lector acudir a la
fuente [Garey & Johnson, 1979] para mayor comprensién del mismo.)

5.4.2 Verificacion de las condiciones explicitas

Para verificar la condicion explicita A basta con observar el pseudoalgoritmo anterior para
darse cuenta que todos los pasos tienen una complejidad polinomial. En la construccién
de los subconjuntos W, X, Y, cada uno se lleva en 2mn pasos, por lo cual se cumple la
primera condicion.

Para la condicidn B, hay que tomar en cuenta que L; es el conjunto de todas las cadenas
gue codifican a los ejemplares-si de 3-SAT mientras que L, es el conjunto de todas las
cadenas que codifican a los ejemplares-si de 3DM.

A continuacién se presenta la demostracién de que la existencia de una asignacién de
valores satisfactibles para el ejemplar de 3-SAT implica que M contiene un
emparejamiento [Garey & Johnson, 1979].

1. Se construye el subconjunto T' (subconjunto de M') del problema de 3DM de la
siguiente manera:
T = {(-Ui,j, aij, bi,j)—>ui =True | | (Ui,j, ai j, bi,j) U (Uim, i1, bi,m) — U;j = False:
1<j<m,1<isn}l
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2. Se construye el subconjunto C' (subconjunto de M')del problema de 3DM de la
siguiente manera:
C'= {Zj,j, S1,, Sz, donde Zj= {Ui,j, -Ujj: 1< i<n}, Zjj & Ty '[(Zj) =True.

3. Se construye el subconjunto G' (subconjunto de M')del problema de 3DM de la
siguiente manera:

G' = {(-Uij, Uij), 9z, 92 | (=Uij, Uij) & T' A (=Uij, Uij) & C'}

Para la verificacion de la condicién B1, considérese un ejemplar-si p de 3-SAT, entonces si
p es un ejemplar-si debe haber una asignacion de valores a las variables U; € U que hagan
verdadera a cada una de las clausulas ¢j € C, y por lo tanto, al aplicar el algoritmo Trans 3-
SAT-3DM la conformacion del conjunto M' del ejemplar g de 3DM quedard incompleta. La
seleccion del conjunto T' asegura la aparicién de todos los elementos de los subconjuntos
A € Xy B € Y sin que se repitan en cada una de las tripletas. De la misma forma, la
seleccion del conjunto C' € M' asegura la eleccion de todos los elementos de los
conjuntos S; € Xy S, € Y sin que se repitan en ninguna tripleta. La seleccién del conjunto
G' € M' asegura la aparicion de todos los elementos del conjunto G; € Xy G, € Y sin
repetirse en ninguna de las tripletas. Debido a que p es un ejemplar-si, cada cldusula ¢; €
C tiene al menos una literal que hace verdadera a la clausula, permitiendo completar el
subconjunto C' € M' en el paso 9 de la transformacién Trans 3-SAT-3DM, que en si, es el
paso que determina si el ejemplar g sera un ejemplar-si o un ejemplar-no. Por ejemplo,
considérese la cldusula Cj = (U, Uy, U3) € C que pertenece al ejemplar p de 3-SAT con los
valores Uu; = T, u, = F y us = F, entonces, en la formaciéon del conjunto C' € M', se
seleccionara de C € M la tripleta Uy, S1, S,j debido a la condicién t(zj) = True que indica
que se seleccionara la tripleta con la literal u; que haga verdadera la cladusula j, en este
caso t(uy) = True. Por otra parte, si la asignacion de valores paraciesu; =F,u;=Fyus=F,
entonces en la formacion del conjunto C' no se podra seleccionar ninguna tripleta de C
debido a que ninguna literal hace verdadera la clausula, quedando incompleto el
subconjunto C'y por ende el conjunto M', que estara formado por menos de ( elementos.
Por lo tanto, la transformaciéon Trans 3-SAT-3DM cumple la condicién B1.

Para la verificacién de la condicidon B2, se utilizard la prueba por contradicciéon; por lo
tanto, supdngase que si X ¢ L; entonces f(X) € L,. Si x ¢ L, entonces esto implica que X es
una cadena-no de 2%, y con lo cual nos lleva a dos posibles casos: que X sea una
codificacion de un ejemplar invalido de 3-SAT o que X sea una codificacién de un ejemplar-
no de 3-SAT.

e Primer caso: Supdngase que ( fuera un ejemplar-si de 3DM y que fuera la imagen de
un ejemplar invalido p de 3-SAT. El problema 3-SAT genera ejemplares invalidos
cuando cualquiera de las clausulas que conforman el ejemplar no esta constituida por
exactamente tres literales. Al aplicar el algoritmo de transformacion a p, el paso 1
detectaria que se trata de un ejemplar invalido, en cuyo caso generaria un ejemplar
invalido de 3DM y se detendria el proceso.
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e Segundo caso: Supdngase que ( fuera un ejemplar-si de 3DM y que fuera la imagen de
un ejemplar-no p de 3-SAT. El conjunto de ejemplares-no de 3-SAT esta formado por
aquellos ejemplares en los que la asignacién de valores a las variables del ejemplar
hacen la formula falsa; dicho de otra forma, son aquellos ejemplares que al momento
de sustituir los valores en las clausulas, al menos una de estas es falsa. Por lo tanto,
para que una clausula sea falsa, todas las literales deben adquirir el valor de falso.
Supongamos que en la clausula ¢j, las tres literales toman un valor de False. En la fase
de construccién de M', por la condicidn t(zj) = True (selecciona de C la tripleta con la
literal Ujj que hace verdadera la cldusula j), no se seleccionard ninguna tripleta para el
conjunto C' debido a que todas las literales de la cldusula ¢j son falsas. El conjunto M’
quedard incompleto y consecuentemente, el supuesto de este caso es imposible.

5.4.3 Verificacion de las condiciones implicitas

Con respecto a la primera condicidn C1, el pseudoalgoritmo toma como entrada cualquier
ejemplar de 3-SAT (sea ejemplar-si, ejemplar-no o ejemplar invalido). El algoritmo
transforma los ejemplares-si de 3-SAT a ejemplares-si de 3DM. También transforma
ejemplares-no de 3-SAT en ejemplares-no de 3DM.

Para verificar la condicion C2 primero supongamos que tenemos un ejemplar p de 3-SAT y
un algoritmo Aspym que puede resolver cualquier ejemplar de 3DM (donde resolver un
ejemplar significa responder “si” o “no” para este ejemplar). Entonces, supongamos que
obtenemos un ejemplar g de 3DM al aplicar a p el algoritmo de transformacion y después
utilizamos el algoritmo Aspy para resolver el ejemplar g. Como se ha comprobado que la
transformacién cumple la condicién explicita B, si la respuesta del algoritmo Aspm es “si”
para el ejemplar g, entonces, por la condicion B1' (si f(x) € L, entonces X € L;) el ejemplar
p debe ser también un ejemplar-si, de lo contrario, p debe ser un ejemplar-no o invalido.

Por lo tanto, la transformacién cumple con la condicién C2.

Con respecto a la condicion implicita C3 no se ha podido demostrar la existencia de una
transformacion polinomial de 3DM a 3-SAT; de igual forma, de acuerdo con nuestra
revisidon bibliografica, no se ha reportado dicha transformacién en la literatura sobre Ila
teoria de la completitud-NP.

5.4.4 Una peculiaridad de la transformacion de 3-SAT a 3DM

Un hecho curioso de este algoritmo de transformacion sucede cuando quitamos el paso
uno del algoritmo de transformacion Trans 3-SAT-3DM. Se encontrd que al aplicar todo el
algoritmo de transformacion a ejemplares invélidos de 3-SAT (ejemplares en el que al
menos una de sus clausulas no tiene exactamente tres literales) se transformaban en
ejemplares-si de 3DM. Esto es debido a que la transformacién de ejemplares-si de 3-SAT a
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ejemplares-si de 3DM esta en funcién de los valores booleanos que toman las variables
del ejemplar de 3-SAT y no toma en cuenta el numero de literales de cada clausula.

Los componentes truth-setting y fan-out (paso 5) se forman en base a la asignacién de
valores booleanos de las variables; y por lo tanto, el nimero de tripletas que se formardn
en este subconjunto de M va a ser el mismo en ejemplares que tengan el mismo nimero
de variables y de clausulas. La formacion de las tripletas del conjunto satisfaction testing
(paso 6) se basa en las literales que se encuentran en cada cldusula, por lo cual, en el caso
de un ejemplar de 3-SAT, se formaran tres tripletas por cada cldusula; sin embargo, no hay
un limite en el numero de tripletas a crear por cada cldusula, por lo cual, entre mas
literales tenga una clausula, mas tripletas contendra el conjunto satisfaction testing. De la
misma forma, la formacion del subconjunto garbage collection (paso 7) se forma en base
al nimero de variables y de clausulas.

Ahora, en la conformacion del conjunto M' se seleccionan las tripletas del subconjunto T
del conjunto truth-setting y fan-out (paso 9) en base al valor que tiene cada variable sin
tomar en cuenta las cldusulas, por lo que un ejemplar con al menos una cldusula que no
tenga exactamente tres literales no tendra problemas en la seleccion de tripletas para
este subconjunto de M'. En la seleccién de tripletas del conjunto satisfaction testing para
el subconjunto C' (paso 10), se toman en cuenta las literales que hacen verdadera cada
cldusula; por lo tanto, no importa cuantas literales hay en cada clausula del ejemplar de 3-
SAT, sino que exista al menos una literal que tome el valor de verdad en cada clausula, lo
cual implica que no afecte a ningln ejemplar invalido de 3-SAT. En cuanto al proceso de
seleccion de las tripletas del conjunto garbage collection para el conjunto M (paso 11),
tampoco toma en cuenta el numero de literales de las cldusulas, por lo tanto, la seleccidn
no afectard el resultado del ejemplar.

Al estar en funciéon de los valores booleanos de las variables, el algoritmo de
transformaciéon Trans 3-SAT-3DM garantiza transformar ejemplares-si de 3-SAT a
ejemplares-si de 3DM y ejemplares-no de 3-SAT en ejemplares-no de 3DM, pero si se
omitiera la verificacién del nimero de literales de cada cldusula, permitiria también
transformar cualquier ejemplar-si de SAT a un ejemplar-si de 3DM y cualquier ejemplar-no
de 3-SAT a un ejemplar-no de 3DM.

Supongamos que tenemos un ejemplar p de SAT conformado de la siguiente manera: un
conjunto de cldusulas C = {(X1, —=X2, X3, X4), (=X1, =X2, =X3)} donde X;=T, X,=F, X3=T, X4. Se
puede observar que la asignacién de valores a las variables hace de p un ejemplar-si
compuesto por cuatro variables (n) y dos clausulas (m). Al aplicar el algoritmo Trans 3-SAT-
3DM se obtendra un ejemplar-si g de 3DM compuesto por los conjuntos W, X y Y con un
tamafio cada uno de dieciséis (2mn) objetos. El resultado es un subconjunto M'
conformado por dieciséis tripletas sin ningun elemento repetido (Tabla 5.1).
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Tabla 5.1.- Subconjunto M' del ejemplar g obtenido al aplicar el algoritmo de transformacién Trans 3-SAT-
3DM al ejemplar-si p de SAT.

T C' G'

=Xy1, g1, D1 X1,1, S1,1/ S2,1 X1,1 O1,1 O21
=Xy,2, 12, D1 ~X2,2/ S1,2, 2,2 “X2,1) 91,2, 92,2
Xo1, 2,0, D21 X310 01,3, 023
X2,2, 2,1, D22 X3,2, U1,4, U2,4
X3, 3,1, D31 ~X4,1 91,5, 92,5
X3, A3, D32 ~X4,2) 91,60 U2,6
Xa,1, 84,2, Da1

Xa2, 841, D4

Ahora, si tomamos de nueva cuenta el ejemplar p de SAT y le quitamos la literal X3 a su
primera clausula obtendremos un ejemplar de 3-SAT compuesto de la siguiente manera:
un conjunto de cldusulas C = {(X1, =Xz, Xa), (=X1, =X2, =x3)} donde x;=T, X;=F, X3=T, X4. Se
puede observar que la asignacién de valores a las variables hace de p un ejemplar-si
compuesto por cuatro variables (n) y dos cldusulas (m). Si nos damos cuenta la Unica
diferencia que existe con el ejemplar p de SAT anterior es que ahora ambas cldusulas
cuentan exactamente con tres literales y sigue manteniendo el mismo numero de
variables y la misma asignacién de valores que hace a este ejemplar p de 3-SAT un
ejemplar-si. Por lo tanto, al aplicar el algoritmo de transformaciéon Trans 3-SAT-3DM se
obtiene el mismo ejemplar-si g que con el ejemplar p de SAT.

Esto representaria un gran problema si se intenta utilizar esta transformacién para
transformar un ejemplar p de SAT en un ejemplar g de 3DM, pues como pudimos
observar, g podria ser la imagen de mas de un ejemplar en SAT.

5.5 Larevision de la transformacidon entre los problemas de SAT y 3-SAT

SATISFACTIBILIDAD (SAT): Dado un conjunto de variables booleanas U = {uy, Uy, ..., Un},
una coleccion de clausulas booleanas C = {cy, ¢y, ..., Cn} donde cada ¢; = {z3, 7, ..., Z} para i
=1, ..,m (donde cada z representa una variable u o su negacién -u, y es llamada literal) y
una férmula légica f(u) expresada en la forma normal conjuntiva (CNF) empleando las
variables U y las cldusulas C, entonces el problema consiste en determinar si existe una
asignacioén de verdad f: U — [T, F], tal que f(u) = T;

El siguiente algoritmo es una descripcidn resumida del proceso de transformacién de 3-
SAT a 3DM [Garey & Johnson, 1979].
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5.5.1 Algoritmo Trans SAT-3-SAT:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) p del problema 3-SAT.

1. Si el ejemplar es invalido (no reconoce simbologia) generar un ejemplar invalido q
de 3-SAT y parar el proceso, en caso contrario, continuar con el paso 2.

2. Se define el siguiente conjunto de variables para 3-SAT:
uU'=vuuU'yuullu...ulU'y
donde U es el conjunto de variables de SAT y para cada clausula c; de SAT:

U ={yj1 yj2} sik=1;

U 'j = {yjll}, Si k=2,’

U 'j = @, Si k=3;

U ' ={yji: 1<i<k-3}, si k>4.

(Nota: k es el nimero de literales en la cldusula c;.)
3. Se define el siguiente conjunto de clausulas para3-SAT:
C'=C"1uChu..uC'y
donde, por cada cldusula ¢ = {z3, z,, ..., zk} de SAT:

Caso 1: C'j={(z1, Y1, ¥i2), (21, Yiv —Yj2), (21, =i Vi2), (21, —Yj1 —Yi2)h sik=1;
Caso 2: C'j={(z1, 22, ¥j1), (21, 22, —Yj1)}, Si K=2;

Caso 3: C'j={cj}, si k=3;

Caso 4: C'j = {(z1, 22, ¥j,1)} Y H(—Yjis Zisz, Yjie1): 1<i<k=4} U {(—Yj k-3, Zk-1, ZK)}, si k=4.

5.5.2 Verificacion de las condiciones explicitas

Para verificar la condicién explicita A basta con observar el pseudoalgoritmo anterior para
darse cuenta que todos los pasos tienen una complejidad polinomial, por lo cual se
cumple la primera condicién.

Para la condicion B, hay que tomar en cuenta que L; es el conjunto de todas las cadenas
gue codifican a los ejemplares-si de SAT mientras que L, es el conjunto de todas las
cadenas que codifican a los ejemplares-si de 3-SAT.

Para la verificaciéon de la condicion B1, considérese un ejemplar cualquiera p de SAT,
entonces si p es un ejemplar-si debe haber una asignacién de valores a cada variable u; €
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U que haga verdadera la férmula légica f. Por lo anterior se deduce que para que la
féormula légica obtenga un valor verdadero, al menos debe existir una variable uj en cada
cldusula ¢j € C tal que f(u;) = T. La reduccién asegura que, en caso de que una clausula ¢;
tenga una asignacion de verdad, la asignacién de verdad se mantenga al obtener el nuevo
conjunto de clausulas C'. Si la clausula a transformar pertenece al caso uno o el caso dos,
la combinacidén de las formas de las variables agregadas (yj') con las variables originales u;
€ cj asegura que para las clausulas obtenidas c' € C' |la asignacion de verdad se mantenga.
En caso de que la cldusula pertenezca al caso tres, no sufre modificaciones, y por lo tanto,
su asignacion de verdad se mantiene. Si la cldusula pertenece al caso cuatro, se
determinan los valores de las variables agregadas (yj') dependiendo de qué variables
originales hacen verdadera a la clausula, lo cual hace que se mantenga la asignacién de
verdad.

Para la verificacion de la condicion B2, se utilizara la prueba por contradiccién; por lo
tanto, supdngase que si x ¢ L; entonces f(x) € L,. Si x ¢ L;, entonces esto implica que x es
una cadena-no de 2:*; y con lo cual nos lleva a dos posibles casos: que x sea una
codificacion de un ejemplar invalido de SAT o que x sea una codificacién de un ejemplar-
no de SAT.

e Primer caso: Supdngase que g fuera un ejemplar-si de 3-SAT y que fuera la imagen de
un ejemplar invalido p de SAT. El problema SAT genera ejemplares invalidos cuando la
codificacion del ejemplar no pertenece a la codificacién de un ejemplar de SAT;
entonces, al aplicar el algoritmo de transformacién a p, el paso 1 detectaria que se
trata de un ejemplar invalido, en cuyo caso generaria un ejemplar invdlido de 3DM y
se detendria el proceso.

e Segundo caso: Supdngase que g fuera un ejemplar-si de 3-SAT y que fuera la imagen
de un ejemplar-no p de SAT. El conjunto de ejemplares-no de SAT esta formado por
aquellos ejemplares en los que la asignacién de valores a las variables del ejemplar
hacen la formula falsa; dicho de otra forma, son aquellos ejemplares que al momento
de sustituir los valores en las clausulas, al menos una de éstas es falsa. Por lo tanto,
para que una cldusula sea falsa, todas las literales deben adquirir el valor de falso.
Supongamos que de la formula Idgica f, alguna cldusula cj es falsa, esto haria a toda la
formula falsa, y por lo tanto, p seria un ejemplar-no. Al momento de transformar la
cldusula ¢j, primero se identifica a qué caso pertenece dependiendo del numero de
variables de la clausula. Si la cldusula tuviera una o dos variables, las clausulas
obtenidas C' seguirdn siendo falsas debido a que en cada una de ellas se mantiene la
variable original (uj) que hace a la cldusula c; falsa. De la misma manera, si la cldusula ¢
tuviera tres variables, no sufriria ninglin cambio y seguiria teniendo un valor de falso.
Cuando la clausula cj tiene mas de tres variables, primero se necesita identificar cual es
la primera variable original (uj) que haga la cldusula verdadera, con el fin de
determinar los valores booleanos para las variables agregadas (y;;). Por lo anterior el
supuesto de este caso es imposible.
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5.5.3 Verificacion de las condiciones implicitas

Con respecto a la primera condicion C1, el pseudoalgoritmo toma como entrada cualquier
ejemplar de SAT (sea ejemplar-si, ejemplar-no o ejemplar invdlido). El algoritmo
transforma los ejemplares-si de SAT a ejemplares-si de 3-SAT. También transforma
ejemplares-no de SAT en ejemplares-no de 3-SAT.

Para verificar la condicidn C2 primero supongamos que tenemos un ejemplar p de SAT y
un algoritmo Az sar que puede resolver cualquier ejemplar de 3-SAT (donde resolver un
ejemplar significa responder “si” o “no” para este ejemplar). Entonces, supongamos que
obtenemos un ejemplar q de 3-SAT al aplicar a p el algoritmo de transformacién, y
después utilizamos el algoritmo Assar para resolver el ejemplar q. Como se ha
comprobado que la transformaciéon cumple la condicién explicita B, si la respuesta del
algoritmo Assar es “si” para el ejemplar g, entonces, por la condicion B1' (si f(x) € L,
entonces x € L) el ejemplar p debe ser también un ejemplar-si, de lo contrario, p debe ser
un ejemplar-no o invalido. Por lo tanto, la transformacién cumple con la condicién C2.

. ejemplar-si

. ejemplar-no

. ejemplares

Figura 5.1.- La cardinalidad del problema SAT es mucho mayor que la cardinalidad del problema 3-SAT.

La verificacion de la condicién C3 se obtiene por la propia definiciéon del problema SAT,
dado que cada ejemplar del problema del 3-SAT es también un ejemplar del problema SAT
(véase figura 5.1); es decir, aquél es un caso particular de éste; por lo tanto, la
transformacién en sentido inverso es simplemente la funcidn identidad.

5.6 Larevision de la transformacion entre los problemas de Knapsack y
Partition

Uno de los pocos pares de problemas NP que se ha encontrado que existe una
transformacion polinomial en ambos sentidos es el de Knapsack y Partition, por lo que la
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revision de estas transformaciones es de vital importancia para tratar de conseguir los
objetivos que busca este trabajo de tesis.

La transformacién entre el problema de Knapsack y el problema de Partition es una de las
primeras transformaciones realizadas dentro de la teoria de la completitud-NP. Fue una
de las 21 transformaciones propuestas por [R. Karp, 1972].

El problema Knapsack (mochila): Dados un conjunto finito de objetos U y un tamafio s(u)
e Z" para cada objeto U € U y una mochila con capacidad B € Z*, el problema consiste en
determinar si existe un subconjunto de objetos tal que la suma de sus tamafios ocupe la
capacidad total de la mochila; es decir, si existe U ' < U tal que 2 ycuS(u) = B.

El siguiente algoritmo es una representacion resumida del proceso de transformacion de
Knapsack a Partition [R. Karp, 1972].

5.6.1 Algoritmo Trans Ks-Par:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) p del problema Knapsack.

1. El ndmero de elementos n de Partition es igual al nUmero de objetos m de
Knapsack mas dos, es decir, n =m + 2.

2. Los primeros m elementos de Partition son los objetos de Knapsack; es decir, a; =
Ui, y ademas, s(a;) = s(uj), parai=1, 2, ..., m.

3. El tamaino del primer elemento extra de Partition es igual a la sumatoria de los
tamarfios de los objetos de Knapsack mds uno menos la capacidad de la mochila; es
decir, S(am+1) = 2ueu S(u) + 1 —B.

4. El tamafio del segundo elemento extra de Partition es igual a la capacidad B de la
mochila mas uno; es decir, S(am+2) =B+ 1.

5.6.2 Verificacion de las condiciones explicitas

Para verificar la condicién explicita A basta con observar el algoritmo Trans Ks-Par para
darse cuenta que todos los pasos tienen una complejidad polinomial, por lo cual cumple la
primera condicion.

Para la condicidn explicita B, hay que tomar en cuenta que L; es el conjunto de todas las
cadenas que codifican a los ejemplares-si de Knapsack mientras que L, es el conjunto de
todas las cadenas que codifican a los ejemplares-si de Partition.
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Considérese un ejemplar cualquiera p de Knapsack, entonces si p es un ejemplar-si debe
existir al menos un subconjunto U' de m' objetos tal que la suma de sus tamafios sea
exactamente igual a la capacidad B de la mochila, y por lo tanto, los dos elementos extras
de Partition sirven de complemento para balancear los dos subconjuntos A' (constituido
por el primer elemento extra mas los elementos correspondientes a los objetos de
Knapsack que se almacenen en la mochila) y A— A' (constituido por el segundo elemento
extra mas los elementos correspondientes a los objetos que no se almacenen en ella). Si
existe un subconjunto de objetos U' cuya suma de tamaios sea igual a la capacidad B de
la mochila, es decir X ycu'S(u) = B, entonces los dos elementos extras de Partition
equilibran los pesos de los subconjuntos A' y A-A" en el ejemplar p transformado, ya que
por un lado Xaca S(a) = S(am) + ZucuS(U) = Zyeu S(U) + 1 =B + B = 2ycu S(u) + 1y por
otro lado acaa (@) = S(@m+2) + Zueuu S(U) = B + 1 + 2yeus(u) — Zueu's(u) =B + 1 +
2ueuS(u) =B =24cu S(u) + 1; lo cual implica que 2aca S(8) = 2acaa S(a).

Para la verificaciéon de la condicion B2, se utilizara la prueba por contradiccion; por lo
tanto, supdngase que X ¢ L, implica f(x) € L,. Si X & L1, entonces esto implica que X es una
cadena-no de 2.1 *, lo cual conduce a dos posibles casos: que X sea una codificacién de un
ejemplar invalido de Knapsack o que X sea una codificacion de un ejemplar-no de
Knapsack.

e Primer caso: Supongase que ( fuera un ejemplar-si de Partition y que fuera la imagen
de un ejemplar invdlido p de Knapsack. El problema Knapsack no tiene muchas
opciones para generar ejemplares invalidos; asi que el que p fuera invdlido implicaria
gue el tamafio de alguno de sus objetos S(U;) no fuera un entero positivo; entonces, al
aplicar el paso 2 del algoritmo Trans Ks-Par a p, resultaria que la imagen g de p tendria
un elemento a; cuyo tamafo tampoco seria entero positivo, lo cual implicaria que q
fuera invdlido, y por lo tanto, se contradice el supuesto de este caso. La otra
posibilidad de que p fuera invalido seria que la capacidad de la mochila B no fuera un
entero positivo; en este caso, al aplicar los pasos 3 y 4, ocurriria que los tamafos
S(am+1) Y S(am+2) de los elementos extras no serian enteros positivos, lo cual implicaria
que ( fuera invalido, y por lo tanto, se contradice el supuesto de este caso.

e Segundo caso: Supdngase que ( fuera un ejemplar-si de Partition y que fuera la
imagen de un ejemplar-no de Knapsack. Existen dos subconjuntos de ejemplares-no de
Knapsack: aquéllos para los que 2.y S(u) < B (es decir, la capacidad B de la mochila es
mayor que la suma de los tamafos de todos los objetos del ejemplar p de Knapsack), y
aquéllos para los que > ucus(u) > B y para los que no es posible encontrar un
subconjunto U' de objetos de Knapsack tal que > ycyS(u) = B, lo cual da lugar a dos
subcasos:

e Supdngase que para el ejemplar p de Knapsack ocurre que 2,y S(u) < B; entonces,
al aplicar el paso 4 del algoritmo Trans Ks-Par a p, resultaria que el tamafio del
segundo elemento extra de Partition seria menor o igual a cero, lo cual implicaria
que la imagen ( de p fuera invalida, ya que violaria la condicion de que todos los
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tamafios de Partition sean enteros positivos; lo cual a su vez contradice la
suposiciéon de este caso.

e Supodngase que para el ejemplar p de Knapsack sucede que 2 ,cuS(u) = By no
existe un subconjunto U' de objetos tal que 2 ,cu'S(u) = B, es decir para todo
subconjunto U ' ocurre que X<y S(u) # B; por lo tanto, al aplicar la transformacién
a p para obtener g, los dos elementos extras de ( no balancearian ningun par de
subconjuntos de A; es decir, no seria posible encontrar dos subconjuntos A' y A-A'
tales que Xaca (@) = S(ams1) + 2ueu S(U) = 2ueu S(U) + 1 =B+ B =2cus(u) + 1y
por otro [ado Zaca-a S(@) = S(@m+2) + Zueu-u S(U) = B + 1 + Xycus(u) — Zyeu-s(u) =B
+1+24eus(U) - B=2yeus(u) +1.

5.6.3 Verificacion de las condiciones implicitas

Con respecto a la primera condicién C1, el algoritmo Trans Ks-Par toma como entrada
cualquier ejemplar de Knapsack (sea ejemplar-si, ejemplar-no o ejemplar invalido). El
algoritmo transforma los ejemplares-si de Knapsack a ejemplares-si de Partition. También
transforma ejemplares invalidos y ejemplares-no de Knapsack en ejemplares invalidos y
ejemplares-no de Partition.

Para verificar la condiciéon C2, supdngase que se tuviera un ejemplar p de Knapsack y un
algoritmo Ap, capaz de resolver cualquier ejemplar de Partition (donde resolver un
ejemplar significa contestar "si" o "no" para éste), entonces nuestra tarea es disefiar un
algoritmo Ay basado en el algoritmo Ap,, que pueda resolver p. Para tal efecto
considérese un algoritmo Ay que consiste de dos fases: la primera usa el algoritmo Trans
Ks-Par para transformar p a un ejemplar ¢ de Partition, y la segunda fase usa el algoritmo
Apar para resolver el ejemplar g. Dado que se ha demostrado que el algoritmo Trans Ks-Par
satisface la condicion explicita B, si la respuesta de Ap, es "si" para el ejemplar g, entonces
la condicion B1' (si f(x) € L, entonces X € L;) implica que p debe ser un ejemplar "si"; en
caso contrario p debe ser un ejemplar "no" o un ejemplar invalido debido a la condicién
B2'. Por lo tanto, se ha demostrado que el algoritmo Ags resuelve cualquier ejemplar de
Knapsack.

Para la condicién C3 se ha encontrado que existe una transformaciéon revertida que
transforma cualquier ejemplar de Partition en un ejemplar de Knapsack. A continuacion se
presenta esta transformacién con la correspondiente verificacién de condiciones explicitas
e implicitas.

5.7 Larevision de la transformacion entre los problemas de Partition y
Knapsack

El siguiente algoritmo es una representacién resumida del proceso de transformacién de
Partition a Knapsack [Tilburg University].
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5.7.1 Algoritmo Trans Par-Ks1:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) q del problema Partition.

1. El ndmero de objetos m de Knapsack es igual al nimero de elementos n de
Partition, es decir, m=n.

2. Para cada elemento a; de Partition definir un objeto U; de Knapsack tal que s(u;) =
2s(a;j).

3. Definir el valor de B para el ejemplar de Knapsack tal que B = > aca S(a).

Con relacion a este algoritmo, conviene aclarar que el tamafio de los objetos de Knapsack
se tiene que hacer igual al doble del tamafio de los elementos de Partition para que la
capacidad de la mochila sea un nimero entero; ya que si el tamano de los objetos de
Knapsack fuera igual al tamafio de los elementos de Partition, la capacidad de la mochila
podria ser un numero fraccionario en algunos casos. Sin embargo, esto puede acarrear
problemas a la hora de transformar ciertos ejemplares invalidos, lo cual se verd mas
adelante en la revision de esta transformacion.

Para verificar la validez de esta transformacion, primero se consideraran las condiciones
explicitas Ay B de la definicién de transformacién polinomial.

5.7.2 Verificacion de las condiciones explicitas

Primeramente, como el algoritmo Trans Par-Ks1 tiene tres pasos cuya complejidad es
polinomial, entonces el algoritmo satisface la condicion A.

En segundo lugar, para la condicidon B hay que tomar en cuenta que L; es el conjunto de
las cadenas que codifican a los ejemplares-si de Partition mientras que L, es el de las
cadenas que codifican a los ejemplares-si de Knapsack.

En la verificacion de la condicion B1, primero considérese cualquier ejemplar-si q de
Partition, en tales circunstancias los elementos de Partition deben poder dividirse en dos
subconjuntos (A'y A-A') del mismo tamafio 2/Z,ca S(a). Por otra parte, si p es un ejemplar
de Knapsack obtenido al aplicar a q el algoritmo Trans Par-Ks1, entonces los objetos de
Knapsack también deben poder dividirse en dos subconjuntos (U'y U-U"', constituidos
por los objetos correspondientes a los elementos de A' y A-A'), cada uno con el mismo
tamafio 2/2ucu S(U) = 2/2aca25(a) = 2.aca S(@) = B. Lo anterior implica que el tamafio de
cualquiera de los subconjuntos U'y U-U" sea igual a la capacidad de la mochila; y por lo
tanto, p debe ser un ejemplar-si, lo cual finalmente implica que la condicién Bl se
satisfaga.
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Para la verificacion de la condicidon B2, se utilizard la prueba por contradiccién; por lo
tanto, supdngase que X ¢ L, implica f(X) € L,. Si X ¢ L1, entonces esto implica que X es una
cadena-no de 2.;*, lo cual conduce a dos posibles casos: que X sea una codificacion de un
ejemplar invdlido de Partition o que X sea una codificacidn de un ejemplar-no de Partition.

e Primer caso: Para este caso no se utilizard la prueba por contradiccidn, ya que para
este caso no se satisface la condicion B2; en su lugar se utilizard un ejemplo para
demostrar que no se satisface. Para tal efecto, considérese un ejemplar g de Partition
definido de la siguiente manera: un conjunto de elementos {a;, a,, as, a4, as, as} con
sus respectivos tamanos s(a;) = 2.5, s(a;) = 3.5, s(az) = 4.5, s(as) = 1.5, s(as) = 2.5, s(ag) =
0.5. Nétese que ( es invalido debido a que los tamafios de sus elementos no son
enteros positivos. Al aplicar el algoritmo Trans Par-Ks1 al ejemplar g, se obtiene el
ejemplar p, el cual consiste de un conjunto de objetos U = {uj, Uy, U3, U4, Us, Ug} cOn sus
respectivos tamafios S(Uy) = 5, s(a) = 7, s(az) = 9, s(as) = 3, s(as) =5, s(a) =1 y una
capacidad B = 15 de la mochila. Obsérvese que U ' = {uy, Uy, Us} s un subconjunto de
U tal que 2ycuS(u) = B, lo cual implica que p es un ejemplar-si de Knapsack, y por lo
tanto la condicion B2 se viola. De lo anterior se puede concluir que la transformacién
definida por el algoritmo Trans Par-Ks1 es incorrecta.

e Segundo caso: Supongase que p fuera un ejemplar-si de Knapsack y que fuera la
imagen de un ejemplar-no q de Partition. Existen dos tipos de ejemplares-no de
Partition: aquéllos en los que S = > 4.4 S(@) es impar y aquéllos en los que S es par.

e SiY.acas(a) fuera impar, esto implicaria que al aplicar el algoritmo Trans Par-Ks1 a
g, resultaria que en la imagen p de g el tamafio de la mochila seria un nimero
impar, pero los tamafios de los objetos son pares, lo cual haria imposible encontrar
un subconjunto de objetos U' de tamafio impar. Esto ultimo implicaria que p fuera
un ejemplar-no de Knapsack, lo cual conduciria a una contradiccion.

e Si 2,cas(@) fuera par, entonces como ( es un ejemplar-no, sucede que para
cualquier posible particion de los elementos de Partition (en A' y A-A') debe
suceder que 2 aca S(a) #S/2 0 2acan S(a) # S/2, lo cual implicaria que al aplicar el
algoritmo Trans Par-Ks1 a @, resultaria que en la imagen p de ( para cada posible
subconjunto de objetos U' de Knapsack sucederia que 2. <y S(u) # B. Esto ultimo
implicaria que p fuera un ejemplar-no, lo cual daria lugar a una contradiccidn.

Como se pudo observar, la transformacién cumple con las condiciones explicitas A y B1,
pero en la condicidn B2, a pesar de que si transforma todos los ejemplares-no de Partition
en ejemplares-no de Knapsack, el problema es que a algunos ejemplares invalidos de
Partition los transforma en ejemplares-si de Knapsack.

Para prevenir la apariciéon de esta anomalia, se pueden realizar un par de correcciones en
la transformacién Trans Par-Ks1. A continuacién se presenta la transformacién Trans Par-
Ks con las correcciones realizadas.
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5.7.3 Algoritmo Trans Par-Ks2:

0. Entrada: un ejemplar (si, no o invalido) q del problema Partition.

1. El nimero de objetos m de Knapsack es igual al nimero de elementos n de
Partition, es decir, m=n.

2. Para cada elemento a; de Partition definir un objeto u; de Knapsack tal que s(u;) =
s(aj).

3. Definir el valor de B para el ejemplar de Knapsack tal que B = 2> 5.4 S(Q).

Se puede observar que en el paso 2 del algoritmo Trans Par-Ks2 se elimina la duplicacién
de los tamafios de los elementos de Partition, por lo que los objetos de Knapsack tendran
exactamente los mismos tamafios que los elementos de Partition (S(u;) = s(a;)).

La segunda correccion se presenta en el paso 3 del algoritmo Trans Par-Ks2, donde ahora
la capacidad de la mochila (B) se hace igual a la mitad de la suma de todos los tamafios de
los elementos del ejemplar de Partition (B = 2> aca S(a)).

Para poder entender las modificaciones, supongamos que tenemos un ejemplar-si g de
Partition. Al aplicar a q el algoritmo Trans Par-Ks2 se obtendra un ejemplar p de Knapsack.
El tamafio de cada objeto de p sera entero positivo debido al paso 2 del algoritmo (s(u;) =
S(aj)) y la capacidad de la mochila B también serd de un valor entero positivo debido al
paso 3 del algoritmo (B = 22 4.4 S(a)), lo que convierte a p en un ejemplar valido. Ahora,
debido a que no hay modificaciones en los tamafios con respecto al ejemplar q, se sabe
que existe un subconjunto de objetos cuya suma de tamafios es igual a 22 5 S(a) que es
la capacidad de la mochila, lo cual implica que p sea un ejemplar-si de Knapsack. En
conclusién, el algoritmo Trans Par-Ks2 transforma todo ejemplar-si de Partition en un
ejemplar-si de Knapsack, lo cual implica que Trans Par-Ks2 satisface la condicién B1.

Ahora, supongamos que tenemos un ejemplar-no ( de Partition en el cual la suma de
todos sus elementos fuera impar, entonces al aplicar el algoritmo Trans Par-Ks2 a ( se
obtendra un ejemplar invalido p en Knapsack, debido a que en el paso 3 se obtendria un
valor fraccionario para la capacidad B de la mochila. Por ejemplo, considérese un ejemplar
g de Partition constituido por un conjunto de elementos A = {a;, @, as, a4} con sus
respectivos tamafios S(a1) = 2, S(ay) = 3, s(as) = 1, s(as) = 1. En este caso, ya que > aca (@) =
7 es un valor impar, resulta imposible formar dos subconjuntos A' y A-A' tales que Yacn
s(a) = 2gean S(a), lo cual implica que q es un ejemplar-no. Si aplicamos el algoritmo Trans
Par-Ks2 a g se obtendra un ejemplar p de Knapsack conformado por los objetos u; =2, U, =
3,Us=1, Uy =1y una capacidad de mochila B =23 5.4 S(a) = 7/2 = 3.5, lo cual implica que q
sea un ejemplar invalido. Con esto se demuestra que el algoritmo Trans Par-Ks2 satisface
la condicion B2 correspondiente al primer caso.
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El hecho de que el algoritmo Trans Par-Ks2 transforme un ejemplar-no de Partition en un
ejemplar invalido de Knapsack no viola la condicidén B2, ya que ésta exige que una cadena-
no de un problema I1; (que corresponde a los ejemplares-no y a los invalidos de IT;) sea
transformada en una cadena-no de otro problema I, (que corresponde a los ejemplares-
noy a los invalidos de I1,).

Una vez realizadas estas correcciones, podemos proceder a la revisidon de las condiciones
implicitas. La revision de las condiciones explicitas (A y segundo caso de B2) para el
algoritmo Par-Ks2 es similar a las del algoritmo Par-Ks1, y por lo tanto, se omitirdn por
limitacion de espacio.

5.7.4 Verificacidn de las condiciones implicitas

Con respecto a la primera condicién C1, el algoritmo Trans Par-Ks2 toma como entrada
cualquier ejemplar de Partition (sea ejemplar-si, ejemplar-no o ejemplar invalido). El
algoritmo transforma los ejemplares-si de Partition a ejemplares-si de Knapsack. También
transforma ejemplares invalidos y ejemplares-no de Partition en ejemplares invalidos y
ejemplares-no de Knapsack.

Para verificar la condicién C2 primero supdngase que se tuviera un ejemplar q de Partition
y un algoritmo Ags que puede resolver cualquier ejemplar de Knapsack, entonces, nuestra
tarea es disefiar un algoritmo Ap, basado en el algoritmo Ags que pueda resolver Q. Para
tal efecto considérese un algoritmo Ap,, que consiste de dos fases: la primera usa el
algoritmo Trans Par-Ks2 para transformar ¢ a un ejemplar p de Knapsack, y la segunda fase
usa el algoritmo Ak para resolver el ejemplar p. Dado que se ha demostrado que el
algoritmo Trans Par-Ks2 satisface la condicién explicita B, si la respuesta de A es "si" para
el ejemplar p, entonces la condicion B1' implica que  debe ser un ejemplar "si"; en caso
contrario g debe ser un ejemplar "no" o un ejemplar invdlido debido a la condicion B2'.
Por lo tanto, se ha demostrado que el algoritmo Ap, resuelve cualquier ejemplar de
Partition.

Con respecto a la condicidon C3, se comprobd con el algoritmo Trans Par-Ks2 que la
transformacién puede realizarse en ambos sentidos.

5.7.5 Peculiaridades de las Transformaciones entre Knapsack y Partition

Los resultados de la revision de la transformacion entre el problema de Knapsack y el
problema de Partition revelan un hecho destacable: en general la transformacion
revertida no obtiene la misma imagen (p) del ejemplar original de Partition, sino otro
ejemplar (r), como se ilustra en la figura 5.2.
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Knapsack Partition

Knapsack oc Partition

Figura 5.2.- Relacidn entre las transformaciones Knapsack oc Partition y Partition oc Knapsack.

La transformacién revertida no obtiene el ejemplar equivalente de Partition, debido a que
la transformacidén Trans Par-Ks2 no es la funcidn inversa de Trans Ks-Par. Para ilustrar este
fendmeno considérese un ejemplar p de Knapsack definido de la siguiente manera: un
conjunto de objetos {uy, Uy, U3} con sus respectivos tamafios S(Uy) = 3, s(Uy) =2, S(uz) =5y
una capacidad B = 5 de la mochila. La aplicacién del algoritmo Trans Ks-Par produce un
ejemplar g de Partition definido como sigue: un conjunto de elementos {a;, a,, as, a,, as}
con sus respectivos tamanos s(a;) = 3, s(ay) = 2, s(as) =5, s(as) = 6, s(as) = 6. Si se aplica el
algoritmo Trans Par-Ks2 a g, éste genera un ejemplar r definido de la siguiente manera: un
conjunto de objetos {Uy, U,, Uz, Ug, Us} con sus respectivos tamafios s(u;) = 3, s(U,) = 2, s(us)
=5, s(us) = 6, S(Us) = 6 y una capacidad B = 11 de la mochila. Obsérvese que el ejemplar r
tiene dos objetos adicionales a los del ejemplar original p y la capacidad de la mochila es
mas grande.

Como se puede observar en la figura 5.3, los ejemplares-si de Knapsack obtenidos por el
algoritmo Trans Par-Ks2 también pueden verse como ejemplares-si de Partition, dado que
los objetos de estos ejemplares-si de Knapsack pueden dividirse en dos subconjuntos de
objetos cuya suma de tamanos es igual. Podria concluirse entonces que Partition es un
caso particular de Knapsack, el cual corresponde a aquellos ejemplares de Knapsack en los
gue el tamaifio acumulado de los objetos que son asignados a la mochila es igual al
tamafio acumulado de los objetos que no son asignados. Sin embargo, hay ejemplares-si
de Knapsack que no pueden ser obtenidos de ejemplares-si de Partition mediante el
algoritmo Trans Par-Ks2; por ejemplo, considérese el ejemplar-si de Knapsack definido de
la siguiente manera: un conjunto de objetos {u;, Uy, Us} con sus respectivos tamafos S(u;)
=3, 5(Up) = 2, S(U3) = 4 y una capacidad B = 5 de la mochila. Este ejemplar no es la imagen
de ningun ejemplar-si de Partition, ya que no es posible dividir el conjunto de objetos en
dos subconjuntos cuya suma de tamafios sea igual. Esto implica que la cardinalidad del
conjunto de ejemplares-si de Knapsack es mayor que la cardinalidad del conjunto de los
ejemplares-si de Partition.
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Knapsack Partition
O si O
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Figura 5.3.- Diferencia en la cardinalidad de los conjuntos de ejemplares-si de Knapsack y Partition.

Otro hecho interesante que se desprende de los resultados de la revision de estos
problemas es el siguiente: dado que la cardinalidad del conjunto de los ejemplares-si de
Knapsack es mayor que la del conjunto de ejemplares-si de Partition y el algoritmo Trans
Kp-Par transforma todos los ejemplares-si de Knapsack en ejemplares-si de Partition,
entonces el algoritmo Trans Kp-Par tiene la propiedad de transformar varios ejemplares-si
de Knapsack en un ejemplar-si de Partition.
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Capitulo 6.Conclusiones y trabajos futuros

Se ha mostrado mediante la revision de la transformacién de Partition a Bin-Packing la
dificultad de encontrar una transformacién en sentido contrario (de Bin-Packing a
Partition). Se han realizado cuatro diferentes intentos de transformacién invertida, y
ninguna llegd a cumplir todas las condiciones (explicitas e implicitas).

De esta transformacion surgio la hipdtesis de la no pertenencia del problema de Partition
a la clase NP-completa y por este motivo se decidid revisar la rama de transformaciones
gue van desde el problema de Partition hasta el problema del SAT (3DM oc Partition, 3-SAT
oc 3DM and SAT oc 3-SAT). Las revisiones a estas transformaciones revelaron que cada una
de ellas cumple con las condiciones explicitas A, B1 y B2 y de la misma forma cumplen las
condiciones implicitas C1 y C2; por lo tanto, concluimos que esta serie de
transformaciones son correctas y consecuentemente se desecha la hipétesis de la no
pertenencia a la clase NP-completo del problema de Partition.

Sin embargo, exceptuando la transformacién polinomial SAT oc 3-SAT, las demas
transformaciones incumplieron la condicién explicita C3. Es importante aclarar, que a
pesar de no poder haber demostrado que la condicion C3 (la existencia de una
transformaciéon revertida) fuera satisfecha, esto no quiere decir que la transformacién
revertida de cualquiera de estas transformaciones no exista, sino que es demasiado dificil
llegar a disefar dicha transformacién.

Otras de las revisiones realizadas fue la de la transformacién Knapsack o Partition, que al
igual que la transformacion 3DM oc Partition, comprueban la pertenencia del problema
Partition a la clase NP-completa. Se comprobé que la transformacién cumple con todas las
condiciones (explicitas e implicitas), y ademas, de esta revisién se pudieron obtener las
siguientes conclusiones:

e La transformacion revertida aplicada sobre un ejemplar-si q de Partition no
obtiene el mismo ejemplar-si p de Knapsack utilizado para obtener el ejemplar q
de Partition.

e La cardinalidad del conjunto de ejemplares-si de Knapsack es mayor que la del
conjunto de ejemplares-si de Partition.

e Partition es un caso particular de Knapsack, en el cual, para un ejemplar-si, el
tamafo acumulado de los objetos asignados a la mochila es igual al de los
objetos no asignados.

La transformacion revertida Trans Par-Ks1 dentro de esta revisién, es un ejemplo claro de
la necesidad de revisar el cumplimiento de las condiciones explicitas e implicitas para cada
transformacién.
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Uno de los aspectos a destacar dentro de la revisidn de la transformacién Knapsack o
Partition es que nos muestra que la transformacién revertida no obtiene la misma imagen
de la transformacién original. Lo mds probable es que este fendmeno se presente en toda
transformacién revertida debido a la independencia de la transformacién original.

Una de las suposiciones a tratar de comprobar es que no para cualquier par de problemas
NP-completos existe una transformacién polinomial revertida. A pesar de los intentos
realizados, no se pudo comprobar o rechazar esta hipétesis.

Tal vez para poder encontrar una respuesta a esta anomalia, se requiera un analisis a
fondo de los fundamentos de la teoria de la completitud-NP; concretamente, el trabajo de
Cook-Levin en donde se introducen las primeras nociones de lo que hoy conocemos como
teoria de la completitud-NP. Especificamente, la completitud del problema SAT vy la
definicion de transformacién polinomial (reducible-P como lo llama en su articulo) en la
gue establece que debe ser una funcién transitiva y equivalente.

Uno de los trabajos de importancia para un futuro es la implementacion del teorema de
Cook que establece que cualquier problema NP puede reducirse al problema SAT. La
implementacién de una maquina de Turing no determinista (MTND) con un tiempo
polinomial que transforme un determinado problema NP al problema SAT bajo las
especificaciones establecidas en el teorema de Cook seria de gran ayuda a la comprension
del mismo. En la época en la que se desarrollé el teorema de Cook era practicamente
imposible realizar la implementaciéon de una maquina de Turing debido a la gran cantidad
de recurso que requeriria; sin embargo, en la actualidad, con los avances en la tecnologia
hay grandes posibilidades de poder llegar a implementar la transformacién descrita en
dicho teorema.

En resumen, entre los trabajos futuros para este tema se proponen los siguientes:

e Revisidn a fondo del teorema de Cook-Levin.

e Implementacién de una MTND utilizada para transformar ejemplares de un
problema NP al problema SAT.

e Intentar obtener transformaciones revertidas entre problemas NP-completos
para los cuales aln no se conozca alguna.

e Realizar transformaciones polinomiales entre cualquier par de problemas NP-
completos entre los cuales no exista una transformacion polinomial aun en la
literatura.

e Desarrollar transformaciones entra cualquier problema NP-completo al
problema SAT bajo el método implicito utilizado en la demostracién del teorema
de Cook.
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Anexo A. Maquina de Turing determinista

En este anexo se muestra un ejemplo del disefio de una Mdaquina de Turing Determinista
(MTD) aplicado a un problema en particular con el fin de comprender mejor el
funcionamiento de estas maquinas.

Tomando como base las definiciones dadas en [Garey & Johnson, 1979] de una maquina
de Turing determinista, se desarrolld un ejemplo de una MTD aplicada a un problema de
manera detallada con un fin didactico, en el cual se pueda explicar el funcionamiento de
estas maquinas. El comprender el funcionamiento de una MTD es de vital importancia
para el desarrollo de este trabajo; sin embargo, los ejemplos encontrados en la literatura
carecian de profundidad y sélo ejemplificaban de manera muy superficial mediante
algoritmos muy generales la aplicacién de estas mdaquinas a problemas de decisién.

A.1 Ejemplo de una maquina de Turing determinista

Para el entendimiento del siguiente ejemplo es necesario tener claros los conceptos de
autémata finito determinista y maquina de Turing determinista (véase seccién 2.3).

Para el ejemplo de una maquina de Turing no determinista se utilizd el problema de
decisién de la suma de dos numeros binarios de dos digitos, en el cual se busca dar
respuesta a la pregunta siguiente: éiLa suma de dos numeros binarios de dos digitos es
menor o igual a un determinado nimero binario de tres digitos?

Consideremos el siguiente ejemplar: ¢10+ 11 <110?

Se codifica el ejemplar en la cinta de la siguiente manera: 10, 11, 110b.

Cinta:

b | b (b [ 1]0 | |1

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura A.1.- Representacion codificada del ejemplar en la cinta.

En la figura A.1 se puede observar la representacién codificada del ejemplar en la cinta,
donde de las celdas desde la cero hacia la izquierda contienen simbolos blancos, a partir
de la celda uno en adelante contiene los simbolos del ejemplar a evaluar, y por ultimo, la
celda final contiene un simbolo blanco que tiene la funcién de delimitador del ejemplar.
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En la figura A.2 se muestra el autémata finito determinista (AFD) de la MTD.

Figura A.2.- Autdmata finito determinista de la maquina de Turing.

Este AFD estd disefiado de tal manera que la etiqueta de cada estado lleve el calculo del
valor numérico de los simbolos que se hayan leido hasta el momento de llegar al estado;
especificamente, mediante una etiqueta del estado que indica el paso en el que se
encuentra el programa y el valor acumulado de los niumeros binarios. Nota: para cada
estado, la etiqueta indica el subindice de la letra “qQ” que usualmente se usa para
representar los estados; por ejemplo, la etiqueta 1,0 indica el estado 0.

Para determinar si el tercer nimero es mayor o igual a la suma de los dos primeros, se
realiza una resta, de tal manera que si al restarle a la suma de los dos primeros nimeros
el valor del tercer nimero nos da un nimero negativo o cero, entonces si se cumple la
condicidn y se considera como un ejemplar-si. En caso contrario, no se cumple la
condicidn y es un ejemplar-no.

Para los dos primeros numeros, las etiquetas de los estados indican la suma de los valores
de los numeros binarios. Por ejemplo, si el primer nimero es “11” pasaria primero por el
estado q;,, dado que el valor del primer “1” en binario es dos, y después pasaria por el
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estado (3 dado que el valor binario del segundo “1” es uno y se suma al dos que
llevabamos en el subindice del estado anterior.

Para realizar la resta el proceso es similar al de la suma, solamente que en lugar de sumar
el valor binario del simbolo leido, se resta. Por ejemplo, si al final de la suma de los dos
ndmeros binarios en el AFD nos encontramos en el estado (44 y el primer simbolo del
tercer numero binario es “1”, entonces el siguiente estado seria (s, debido a que el
simbolo “1” toma el valor de cuatro en el tercer niumero binario debido a que se
encuentra en la posicion mds significativa; y por lo tanto, se le resta al valor del subindice
anterior, que era de cuatro.

Y al final, cuando un estado en el paso siete termina con un valor negativo o nulo en la
etiqueta, la MTD termina en el estado de aceptacién Qy, de lo contrario termina en el
estado de rechazo Q.

Cabe destacar que, si la MTD recibe un simbolo no esperado para la celda en la que se
encuentra, entonces termina en un estado invdlido. En el AFD se suprimieron las
transiciones que llevan a los estados invalidos “g;” debido a que abarcarian mucho
espacio y serian demasiados estados y transiciones. Por ejemplo, si en el estado Q; ,, el

“wn

siguiente simbolo leido es una “,”, esto nos llevaria en la funcién de transicién al estado qj,
un estado invalido, puesto que se esperaba en esa celda un simbolo “1” o “0”.

En este ejemplo podemos definir nuestros conjuntos base:
Conjunto de simbolos del alfabeto 2. ={0, 1, “,”}.

Conjunto de simbolos de entrada I"'=1{0, 1, “,”, b}.
Conjunto de estados finitos Q = {Jo, Jo,1, ---» v, On, Qi}-

Una funcién de transicion 0= {q € Q,s e I'}.

Y la tabla de transicién de estados quedaria de la siguiente manera:

Tabla A.1.- Tabla de transicidén de estados.

q 0 1 b
d, @,, 0, +1) @,, 1 +1) q q
Ay, @,, 0, +1) @,, 1, +1) q, q,
9, | (@,,0+1) @,, 1. +1) q q
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9, | (d,,0.+1) @,, 1. +1) q, q,
g, | (@0 +1) @,, 1. +1) g, g,
dq,, | (@,,0+1) @,, 1 +1) g, g,
d,, | (0,0 +1) 0,5 1. +1) g, g,
4, | @0 +1) @, 1. +1) g, g,
9, | (@,,,0,+1) @,, 1. +1) g, g,
9, | @,,0+1) @,, 1. +1) g, g,
9, | (@,,0+1) @,,1+1) q, q,
9, | @,,0+1) @, 1 +1) q, q,
9, | (@,,0+1) @, 1 +1) q, q,
0 | (A,0.+1) @ 1 +1) q, q,
q,, | a0+ @ 1 +1) q, q,
q,, | (@,0+1) @ 1 +1) q, q,
9, | (A0 +1) @ 1 +1) q, q,
9, | @,0+1) (@, 1. +1) g, g,
05 | (@0 +1) (@, 1. +1) g, g,
0 | (@0 +1) @, 1. +1) g, g,
S g, g, @,,""+) | q
A, q, q, @, ""+1) | g,
A, g, g, @,,""+) | q
A g, g, @,,""+) | q
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(q4'4| "7"1 +1)

(0,5 " +1)

(@, """ +1)
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donde cada transicién esta formada por una triada de estado, simbolo y movimiento. El
estado indica a qué estado se dirige, el simbolo es el que escribird en la celda actual y el
movimiento se representa con +1 si la cabeza se mueve a la derecha, -1 a la izquierda y 0
Si no se mueve.

Ahora revisaremos cada uno de los pasos que sigue la MTD para determinar si el ejemplar
propuesto al inicio es un ejemplar-si o es un ejemplar-no.

Al inicio del proceso de la MTD, la cabeza se posiciona en la celda uno, para iniciar el
proceso de transicidon de estados.

La cabeza lee el simbolo correspondiente a la celda uno, después transfiere el simbolo
leido al CEF para determinar la transicidn correspondiente. Como el primer simbolo leido
es “1” y nos encontramos en el estado inicial go, entonces busca la transicion para el
simbolo “1” y el estado inicial qo.

q 0 1 b
9y (@, 0, +1){(a,, 1, 1) q, q,

Figura A.3.- Funcién de transicion del primer simbolo.

La funcién de transicion para el simbolo “1” nos lleva al estado Q,,, (figura A.3) y manda
una orden a la cabeza para que escriba el simbolo uno y que se mueva una celda a la
derecha. En la representacidon del estado, el primer nimero del subindice indica el paso en
el que se encuentra la MTD y el segundo numero del subindice indica el valor que lleva la
suma binaria. En este paso, como el primer simbolo es “1”, entonces su valor binario es de
dos por encontrarse en la posicidn mas significativa.

Después de cambiar de estado, la MTD se mueve una celda a la derecha para leer el
siguiente simbolo, el cual es “0”. La funciéon de transicion para este estado nos lleva al
estado (,,, (figura A.4) que indica que la MTD se encuentra en el paso dos con una suma
de dos, debido a que el simbolo leido “0” en la posicidn menos significativa tiene el valor
de cero, y esto se le suma a la suma que llevdbamos, que era de dos. Enseguida la cabeza
realiza un movimiento de una celda a la derecha.

Revision de la Aplicacion de Transformaciones entre Problemas en la Teoria de la
Completitud-NP Pagina 60



Anexo A.- Maquina de Turing determinista

I d,, ((a,,,0,+1)|(q,,, 1, +1)| g q
1 1,2 2,2 2,3 | |

Figura A.4.- Funcién de transicion para el segundo simbolo.

o n

En la tercera casilla leera el separador “,” que separa los valores binarios. La funcién de
transicion para este simbolo se muestra en la figura A.5.

&) @ @

“wn
) .

Figura A.5.- Funcién de transicion para el simbolo

Ahora el CEF pasa al estado (, », que indica que se encuentra en un estado de espera para
pasar al siguiente nimero y por lo tanto, la suma se mantiene igual.

La MTD realiza la misma operacién para los siguientes dos simbolos “1” y “1” del segundo
numero, llevandonos a pasar por los estados (34 Yy (as. Como en el segundo numero, el
primer simbolo leido es “1” y se encuentra en la posicién mas significativa, se suma dos al
acumulado de la suma, dandonos un valor de cuatro. Y en el ultimo simbolo, igualmente,
por encontrarse en la posicidn menos significativa, su valor es de uno y se suma a los
cuatro que llevdabamos, dandonos como resultado de la suma de los dos numeros binarios
el valor de cinco.

Después de que la MTD realiza la suma, pasa a la siguiente celda que contiene el simbolo
o n

de separacion “,”, lo lee y pasa al siguiente estado Qs 5, para después mandar la orden a la
cabeza de moverse una celda a la derecha.

En la siguiente parte del programa, se trata de determinar si la suma obtenida de los dos
numeros binarios es menor o igual al niUmero binario de tres digitos, y para esto realiza
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una resta entre la suma y el niumero binario para determinar si es un ejemplar-si o
ejemplar-no.

Esta resta se realiza mediante la transicion de estados debido a las limitaciones de la MTD,
cada estado subsecuente tendra en su subindice el paso del programa en el que se
encuentra y el valor actual de la resta.

En el ejemplar evaluado, después de evaluar la celda del ultimo separador, la cabeza se
mueve a la siguiente celda que contiene el simbolo “1” en la posicidn mas significativa del
numero binario.

A5 | (A5 0, +1) | (G, 1, +1) q, q,

Figura A.6.- Funcion de transicion que resta cuatro a la suma de cinco.

La funcidn de transicion nos lleva al estado (s 3, (figura A.6) el cual indica que el programa
estd en el paso cinco con un valor de uno debido a que se le resta cuatro a la suma de los
dos numeros binarios. Luego el CEF ordena a la cabeza que escriba el simbolo “1” en la
celda actual y después se mueva una celda hacia la derecha.

El proceso se repite para los pasos 6 y 7 en donde, debido a la funcidn de transicion, el
programa pasa por los estados (-1 y 471, con un total en la resta de -1. Como terminamos
con un valor negativo, significa que la suma de los dos numeros es menor al tercer
numero, por lo cual es un ejemplar-si y termina en el estado Qy.
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Anexo B. Maquina de Turing no determinista

En este anexo se muestra un ejemplo del disefio de una maquina de Turing no
determinista (MTND) aplicado a un problema en particular con el fin de comprender
mejor el funcionamiento de estas maquinas. El disefio de la MTND se realizé en base a la
definicion de la MTND dada en [Garey & Johnson, 1979].

B.1 Ejemplo de una maquina de Turing no determinista

Para el entendimiento del siguiente ejemplo es necesario tener claros los conceptos de
automata finito no determinista y maquina de Turing no determinista (véase seccién 2.5).

El problema abordado para disefiar la MTND fue el del circuito hamiltoniano (CH), el cual
se describe a continuacion:

El circuito hamiltoniano es un circuito que pasa por todos los vértices de un grafo una sola
vez, con excepcion del vértice inicial, en el cual comienza y termina el circuito.

Ejemplar: un grafo G = (V, E).

Pregunta: (G contiene un circuito hamiltoniano CH, es decir, un orden <vy, V5, ..., Vo> de
los vértices de G donde n = |V| y de modo que: {V,, Vi} € Ey {vj, Vi;1} e EVi, 1<i<n?

El objetivo de este ejemplo es disefiar una MTND para determinar si hay un circuito
hamiltoniano en el grafo de la figura B.1:

5

Figura B.1.- Grafo del problema a resolver por la MTD.

Revision de la Aplicacion de Transformaciones entre Problemas en la Teoria de la
Completitud-NP Pagina 63



Anexo B.- Maquina de Turing determinista

La matriz de adyacencia del grafo queda de la siguiente manera:

Tabla B.1.- Matriz de Adyacencia.

Vi Vo V3 Vg Vg

<

w
|k O O | O
O ([O | O©O | O |-k
o (O | O |+~ | O
b O O |O | O
o (O |k |+, | O

Codificacion del problema:

Tomando como base la matriz de adyacencia, el problema se puede codificar en la cinta
de la siguiente manera:

[blof1]ojofo[blofoj1]of1]bojofofoj1]bl1]ofojo]o[b]1]ojo]1]0]
102 e e e e s e e 2930

Figura B.2.- Problema codificado en la cinta.

El problema empieza desde la celda uno de la cinta, en donde cada fila de la matriz de
adyacencia estd delimitada por una celda con un simbolo blanco.

B.1.1 El mddulo de adivinanza

El médulo de adivinanza selecciona aleatoriamente del conjunto {1, 2, ..., 5} una secuencia
de cinco digitos correspondientes a los vértices del grafo. Esta secuencia constituira la
solucién candidata del problema. El médulo emplea un autémata finito no determinista el
cual se ilustra en la figura B.3.

El AFD emplea la notacién s; — S, m para representar las acciones de lectura, escritura y
movimiento.
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1.- 51 representa el simbolo que lee el mddulo de adivinanza en la celda actual. El simbolo
€ en esta posicion indica que la cabeza no efectua lectura alguna; es decir, efectia una
transicion espontaneamente.

2.- s, representa el simbolo que la cabeza escribird en la celda actual. El simbolo & indica
que la cabeza no efectua escritura alguna.

3.- mrepresenta el movimiento de la cabeza. Si m = +1, se mueve una celda a la derecha,
sim = -1, se mueve una celda a la izquierda, si m = 0 entonces no realiza movimiento, es
decir, se mantiene en la misma celda.

Figura B.3.- Diagrama del AFD del médulo adivinador.

La cabeza lectora del moédulo de adivinanza se ubica en la posicidon cero de la cinta y
escribe el simbolo “|” utilizado como delimitador para facilitar el calculo del programa
verificador.

En la figura B.3 se observa como la transicion del estado (g, al estado (o ordena a la
cabeza no leer nada, escribir el simbolo “|” y moverse una celda a la izquierda. Esta
transicion ocurre cuando la MTND se encuentra en la celda cero de la cinta.

[blb[bl#[4]s5[3]2[a]1]bJo]1]o]oJo]Blofo]1[of1].|.|.[1]0f0]1]0]
-5 0 5 10 30

Figura B.4.- Contenido de la cinta al finalizar el médulo de adivinanza.

Al ubicarse en la posicidn —1 de la cinta, la cabeza escribe aleatoriamente un simbolo que
corresponde a un vértice del grafo. Esto esta representado en el AFD en la transicién del
estado (gp al estado g; mediante cinco posibles transiciones, de las cuales en ninguna
ordena leer un simbolo en la celda —1, y solamente escribe. Cada una de las posibles

Revision de la Aplicacion de Transformaciones entre Problemas en la Teoria de la
Completitud-NP Pagina 65



Anexo B.- Maquina de Turing determinista

transiciones escribe un simbolo distinto que represente un vértice del grafo, dando asi la
cualidad de aleatoriedad al AFD. Por ultimo se le ordena a la cabeza moverse una celda a
la izquierda. Esto se repite durante la transicidon del estado (; al estado (s escribiendo
cinco simbolos que representan cinco vértices en las celdas que van desde la —1 a la —5. La
ultima transicion entre el estado (s al estado ¢ indica la finalizaciéon del proceso de
adivinacién de una solucién candidata, y escribe el simbolo “#” en la celda —6 para
delimitar la solucién y facilitar el proceso de verificacion.

B.1.2 El moédulo de verificacion
El mdédulo de verificacidn tiene como objetivo las siguientes tareas:

1. Comprobar si el ejemplar es valido.

2. Comprobar que la secuencia de vértices generados no tenga elementos repetidos.

3. Comprobar que para cada par de vértices consecutivos (Vj, Vi+1) de la secuencia se
cumple que (Vj, Vis1) sea una arista de G y que (v, Vs) sea también una arista de G.

. (Corresponden-
¢Ejemplar ¢Elementos de cia de pares
@ valido? secuencia de vértices
. no repetidos? con aristas? ®

Figura B.5.- Representacion por submédulos de las tareas del médulo de verificacidn.

B.1.2.1 ¢Ejemplar valido?
El siguiente pseudocddigo tiene como objetivo validar el ejemplar.

Definir i = cinta(—7)

1. Haceri=0.

2. Silafilaivalida, pasar al paso 3, de lo contrario parar en el estado ;.
3. Haceri=i+1.

4. Sii<5iralpaso2;sii=6iralestado “y”.

Se afiade la variable i que tendrd la funcién de contador, el cual aumentara cada vez que
se revise la validez de una fila de la matriz de adyacencia. El valor de i serd almacenado en
la celda -7 de la cinta.
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Validacion de ejemplar: Paso 1

Como durante el proceso de revision de las filas serd necesario incrementar la variable i,
se cred un subméddulo que posicionara la cabeza de la MTND en la celda —7 para poder
actualizarla. La figura B.6 muestra el submddulo antes mencionado.

Detalle de "Ir a k/L"
#-0,41

)~

Notas: #| representa cualquier simbolo diferente de |. Un AEF diferente
para cada ke{1,..,30}.

Y
PN

Detalle de "Ir a -k/L"

H@,-1 ° £@,-1

Notas: #| representa cualquier simbolo diferente de |. Un AEF diferente
para cada ke{1,..,11}.

-2+

|+@,-1

Detalle de "Ir a K/R"
#-2,1

|»2,+1 @z—;@,ﬂ () ( >a—>®,+1 @_)@

Notas: #| representa cualquier simbolo diferente de |. Un AEF diferente
para cada ke{1,..,30}.

'
-

Detalle de "Ir a -k/R"

O O e S OO

Notas: #| representa cualquier simbolo diferente de |. Un AEF diferente
para cada ke{1,..,11}.

AN J

#-2,-1

|-»@,1

Figura B.6.- Diagrama general de los submédulos que posicionan la cabeza en cualquier celda de la cinta.

En la figura B.6 se describen cuatro submédulos que posicionan la cabeza en cualquier
celda de la cinta. La primera figura supone que la cabeza se encuentra en una celda menor
a cero, por lo que primero mueve la cabeza hacia la derecha mientras no encuentre el
simbolo “|” que se encuentra en la celda cero, y después de llegar a ésta, mueve la cabeza
hacia la izquierda (no lee ni escribe simbolos) hasta que llega a la celda deseada, que en
nuestro caso seria la celda —7. La segunda imagen realiza la misma funcién, sélo que una
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vez encontrado el simbolo “|”, mueve la cabeza hacia la derecha para encontrar una celda
especifica k positiva. La tercera imagen corresponde al submddulo que posiciona la cabeza
en una celda positiva partiendo de otra celda positiva por lo que a diferencia de los dos
maodulos anteriores, mueve la cabeza hacia la izquierda para encontrar la celda cero con el
simbolo “|” y de ésta mueve la cabeza hasta la celda Kk positiva. La ultima imagen
posiciona la cabeza en una celda positiva partiendo de una celda negativa, por lo que a
diferencia de la primera, la cabeza se movera hacia la derecha para encontrar la celda cero
con el simbolo “|” y después hacia la derecha para encontrar la celda k positiva.

Validacion de ejemplar: Paso 2

Primero, la cabeza se mueve hacia la celda —7 para leer el valor de la variable i. Después,
la cabeza se mueve al inicio de la fila i (de la matriz de adyacencia) para empezar a validar
la fila.

(© e &

ﬁm’

- /

Figura B.7.- Mddulo general de validacion de fila. Primero determina qué fila evaluara y después se
posiciona en la fila a evaluar.

La figura B.7 muestra la trayectoria que sigue la cabeza para posicionarse en el inicio de la
fila de la matriz de adyacencia a validar. Primero se ubica en la celda —7 para leer el valor
de i. Después la cabeza se ubica en el inicio de la fila i. Enseguida pasa al médulo de
verificacidn de fila y determina si la fila es valida o no. Si la fila es invdlida, llega a un
estado (; y termina el programa y en caso de ser valido, posiciona la cabeza de nueva
cuenta en la celda —7 para actualizar el valor de i y pasar a la siguiente fila.
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4 N
0 ) b2 /D 0-15>@,+1 /;\ 0-1>@,+1 /;\ o /;\ 0-15>@,+1 @__@
#zb—J,+1 \1/#0-1—)2!,+1 \I/;eo-l—>®,+1 \I/#U-l—)@,ﬂ \l—iﬂ-l—>®,+1 O
n
o s

Figura B.8.- Mddulo de verificacion de fila.

En la figura B.8 se muestra el médulo de verificacion de la fila i, en donde en la primera
celda, cualquier simbolo leido que sea diferente de “b” hace invalida la fila y pasa al
estado de negacion Q,, en caso contrario continua y la cabeza se mueve a la siguiente
celda. Si en las siguientes cinco celdas, se lee un cardcter diferente a “0” o “1” pasa al
estado de negacidn (], y termina el programa, en caso contrario continda y pasa al estado
de aceptacion local qy.

Validacién de ejemplar: Paso 3

Para aumentar el valor de i primero se posiciona la cabeza en la celda —7, y se efectia una
de cinco posibles transiciones para cambiar el valor de la variable i. La figura B.9 muestra
el mddulo de incremento de la variable i.

4 N\

12,0

ra-7/L

Figura B.9.- Mddulo de incremento de la variable i.

En la figura B.9, la funcidon de transicidon primero lee el valor de la celda —7, después
escribe en la celda el valor leido mas 1. Por ejemplo, si lee un “1”, escribe un “2”.
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Validacion de ejemplar: Paso 4

En el paso cuatro primero es necesario mover la cabeza a la celda —7, si i < 5 pasa de
nuevo al paso dos, de lo contrario termina en el estado de aceptacidn local gs(figura B.10).

e ™

Nota: 1-5 representa al

enteron=1{1,...,5}
J

Figura B.10.- Mddulo para determinar si continda o termina la validacion del ejemplar.

B.1.2.2 ¢Hay vértices repetidos?
El siguiente es el pseudocddigo del mddulo de elementos no repetidos.

Definir variables i = cinta(-7), j = cinta(-8), v; = cinta(-9), vj = cinta(-10), oc = cinta(-11).
(Nota: oc representa el nimero de ocurrencias de un vértice en la secuencia aleatoria de
vértices.)

1.- Haceri=1.
2.- Hacer oc = 0.
3.- Hacer j =1.
4.- Copiar valor de cinta(—i) a Vi.
5.- Copiar valor de cinta(—j) a v;.
6.- Siv; =V, hacer oc = 0oCc + 1y si 0C adquiere el valor 2, parar en el estado “N”.
7.- Hacerj=j+1.
8.-Sij<5iralpaso5;sij=6haceri=i+1.
9.-Sii<5iral paso 3;sii=6iral estado “y”.
Elementos no repetidos: Pasos 1, 2, 3

En la figura B.11 podemos observar los submddulos que inicializan las variables i, j, oc en
uno. Simplemente cada mddulo mueve la cabeza lectora hacia la celda especificada, —7
para i, —8 paraj, y —11 para ocC.
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Ira-7/L

Ira—ll/L

Ir a -8/L

Figura B.11.- Mddulos de iniciacion de las variables i, j, oc.

Elementos no repetidos: Pasos 4y 5

Después de inicializar las variables, copiamos el valor almacenado en las celdas —iy —j a
las variables Vv, v; que corresponden a las celdas -9 y —10 de la cinta. La figura B.12
muestra como primero se ubica la cabeza en la celda de la variable i(—7) y después se
dirige a la celda —i para copiar el valor en la celda correspondiente a la variable v; (—-9).

[@vi=cinta(— 1 )@J—)

A
03

Ira-7/L

[@v;cinta(—S)@}—)-

Figura B.12 Mdédulo que copia el valor de la celda —i en la variable v;.

El mdédulo vi=cinta(—i) realiza la funcién de leer el valor de la celda —i y mover la cabeza a
la posicion —9 para escribir el simbolo leido en la celda —i. La figura B.13 muestra este
submodulo.
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Ira L @222%@) Ira-9/L @gﬁ_—%o,_,G

o _/

Figura B.13.- Submaddulo cinta(—i) que lee el valor de la celda —i y lo copia en la variable v; (—9).

Para copiar el valor de la celda —j en la variable v; (paso 5) es basicamente el mismo
procedimiento, sélo cambian las posiciones de las celdas de las variables, en este caso
seria —8 para la variable j, y =10 para la variable v;.

Elementos no repetidos: Paso 6

El paso seis estd descrito de manera general en la figura B.14, en donde se observa un
moédulo compuesto por varios submddulos. Primero hay un submddulo que tiene como
funcién la de comprobar si v; = v; y tiene dos estados de finalizacién, un estado si y un
estado no. Si termina en el estado si (y), aumenta en uno el valor de la variable oCc y si es
igual a uno, continua el proceso hacia el paso 7, pero si es igual a dos, para en un estado
de negacion “gn”. Si Vi y vj son diferentes, pasa directamente al paso 7.

e )

0—1,0 @
@%Ira-ll/L @ e
o @ wvievy?
© (v
vy

Ny )

Figura B.14.- Diagrama del mddulo del paso seis del pseudocddigo de vértices repetidos.

Para comprobar si las variables v; y Vvj son diferentes, primero copia el valor de la variable
Vi en la celda —9 para luego mover la cabeza hacia la celda —10 en donde se almacena el
valor de la variable vj para verificar si es igual al valor de la variable vj. De ser iguales el
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mddulo llega al estado “qy” que indica que si son iguales, de lo contrario llega al estado
“On”. Este subméddulo se describe en la figura B.15.

1—(35,0
((@rra-10.G) =
e

21 55,0

2—>5,0
(@ 1ra-10/L G ="

J22 55,0

p 3 3,0
®_{@ Ira -9/L (R >22YL @) Ira-10/L 2=

J23 5,0

5 a 3,0
(@ Ira-10/L (=

J2a 53,0

o
(@ 1ra-ton @ﬂ%,
#5—>C5,0

1

5o

5—

Figura B.15.- Submédulo év; = v;?

Elementos no repetidos: Paso 7

Para realizar el paso 7 solamente se ubica la cabeza en la celda de la variable j (-8) y
dependiendo del valor leido, se escribe el valor leido mdas 1 (j + 1). La figura B.16 ilustra
este proceso.

- \

12,0

Figura B.16.- Moduloj =j + 1.

Elementos no repetidos: Paso 8

Para el paso ocho es necesario verificar si j <5y para esto se desarrollé un mddulo en el
cual, primero se ubica en la celda correspondiente a la variable j (—8) y después la cabeza
lee el valor almacenado. Si el valor almacenado esta en el rango, regresa al paso 5, de lo
contrario, la cabeza se mueve hacia la celda de la variable i (-7) y aumenta su valorai+ 1.
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12,0

Ira -8/L Ira-7/L (3]

1-5—>,0

Figura B.17.- Diagrama del mdédulo del paso 8.

Elementos no repetidos: Paso 9

El noveno y ultimo paso verifica si i <5, y para esto se crea un mddulo en el cual primero
se ubica la cabeza en la celda de la variable i (-7), y si el valor leido esta dentro del rango,
regresa al paso tres, y en caso contrario, el programa termina en el estado de aceptacién
“0¢”" y se concluye que no hay vértices repetidos en la secuencia aleatoria.

e ™

Figura B.18.- Mddulo representativo del paso 9.

Con esto termina el médulo de verificacion de vértices repetidos para dar paso al mdédulo
siguiente: el mddulo de verificacién de correspondencia de aristas.

B.1.2.3 ¢Existe una artista entre dos vértices consecutivos?
Pseudocddigo del médulo de correspondencia de aristas.

Definir i =cinta(-8), ) =i+ 1, fila; =1, fila, = 7, filaz = 13, fila, = 19, filas = 26
1.- Copiar valor de cinta(—1) en cinta (-6).

2.- Hacer cinta(-7) = #.

3.- Haceri=1.
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4.- Copiar valor de cinta(—j) a cinta(fila;), cinta(fila,), cinta(filas), cinta(filas), cinta(filas).

5.- Ir a la posicion filaj e ir a la cinta(fila;) posiciones a la derecha; si el contenido es “1”, ir
al paso seis, de lo contrario, parar en el estado “N”.

6.- Haceri=i+1.

7.-Sii<5iral paso 4;sii=6pararen el estado “Y”.

éExiste Arista?: Paso 1

En el paso uno se copia el primer vértice de la secuencia aleatoria de vértices (es decir, el
valor de la celda (—1)) al final de la secuencia (es decir, a la celda (-6)), y para esto se
mueve la cabeza a la celda —1, para leer el valor e imprimirlo en la celda (—6). Este paso
esta descrito por el AFD de la figura B.19.

e ~

ira-1/L @4 _,.

e /

Figura B.19.- Mddulo que copia el valor de la celda (—1) a la celda (-6).

¢Existe Arista?: Pasos 2y 3

En el paso dos se imprime el simbolo “#” en la celda (-7) y en el paso tres se inicializa la
variable i al escribir el simbolo “1” en la celda (-8).

4 T\
Ira-7/L
vy

Ira-8iL
-

Figura B.20.- Mddulos descriptivos del pasos 2 y del paso 3.
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¢Existe Arista?: Paso 4

En este paso se realiza el copiado del valor de la celda (—]) a las celdas (fila1), (filay)
(filas), (filas) y (filas). Para tal efecto, primero mueve la cabeza a la posicion de la variable j

(—8) y lee el valor y se mueve a la celda (—j) para copiar su valor en las celdas (1), (7), (13)
(19) y (26) correspondientes al valor de las variables fila;.

/"

“\

Lﬁ:D cinta(filal) .. C|11t'1(fif(r5) C
=cinta(-2)

cinta(filal) .. cmt'\(fu"aQ)
=¢cint a - @

cinta(filal) .. cinta(fila5) C
=cinta(-5)
0
cinta(fifal) .. nta(filas
[@ e CTRudier T @

Figura B.21.- Descripcion general del médulo correspondiente al paso 4.

En la figura B.21, los submddulos de cinta(fila) tienen la funcidon de moverse hacia la celda

(—J) para leer su simbolo y copiarlo en las celdas (1), (7), (13), (19) y (26). La figura B.22
muestra la representacion de este submaédulo.

N
inta(fifal) .. cinta(filas
cinta(fila ):]cm a(fila )@]

Clnta()‘l[ryfmt'a(ﬁ!cﬁ) ®]
. ,' @ cin H‘al) Llntd(f.'l'(i"!) C @
>3,0_7

t lal) .. ta(filas
cinta(fila ):4CII‘1 a(fila )®]

0
sinta(filal) .. cinta(filas)
r©<_ln a(fila _St_m A(fila @]

—

N _/
e ™
@i R @)k

£—k,0
(@ 1ra 19R @F=424@ 1ra 25k @241
Nota: un AEF para cada k
e {1,..,5}.
o { i S/

Figura B.22.- Submaddulo del paso 4.
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éExiste Arista?: Paso 5

En este paso, la cabeza se posiciona en la celda (fila;) lee el valor y se mueve un nimero de
celdas a la derecha determinadas por el valor leido. Entonces verifica si el valor
encontrado en tal celda es “1” para poder pasar al paso seis, en caso contrario llega a un
estado “qn “

Ir a fila+
cinta(fila;);
;jcontenido=17

Ir cmtaY‘ la,) poswlones O
a derecha;

(contenido= 12 @ ) )’

Ir cinta(fila,) poswlones

ila;) posiciones
({a derecha; V

O,
(contenido= 1? @ J @

Ir cmtaY" 1la,) poswlones
! O}

derecha;
(contenido= 12 @)

Ir cmta({rlaJ) posiciones V >
a la derecha;
(',contemdo—l'? @ ),

Figura B.23.- Diagrama del mddulo que se encarga de determinar si el arco entre dos vértices contiguos
existe.

En la figura B.23 se puede observar el médulo completo, en el que primero lee el valor de
la variable i (-8) para determinar el subindice de la variable filaj. Después se dirige la
cabeza hacia la celda (filai), que es el inicio de la fila i de la matriz de adyacencia. Después
lee el valor de la celda (filaj) para determinar cuantas celdas a la derecha se movera la
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cabeza. Una vez posicionada la cabeza en la celda correspondiente a (vi, Vi:1) donde v; y
Vi+1, corresponden al par de vértices consecutivos examinados, lee el valor de la celda. Si
lee un simbolo “1”, entonces (Vj, Vi+1) realmente es una arista del grafo y pasa a un estado
gy Yy continda hacia el paso seis, de lo contrario pasa al estado gy y termina el programa
determinando que es un ejemplar-no.

¢Existe Arista?: Paso 6

El paso seis se encarga de incrementar la variable i una unidad. La figura B.24 muestra el
maodulo de este paso.

a )

1-2,0

Ira -8/L

Figura B.24.- Mddulo que incrementa la variable i.

¢Existe Arista?: Paso 7

El séptimo y ultimo paso de este mddulo verifica si la variable i no es mayor a cinco. Si no
es mayor a cinco, regresa al paso cuatro del médulo, de lo contrario, pasa al estado de
aceptacion “qy” y termina el proceso aceptando el ejemplar.

4 N

pN. _/

Figura B.25.- Mdodulo del paso final que verifica que todas las aristas de la solucidén hayan sido revisadas.

Una vez finalizado este mddulo, la MTND termina su proceso aceptando el ejemplar como
un ejemplar-si.
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